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ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


CHAPITRE  I. 

ÉQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  PRExMlER  ORDRE  A  UNE  INCONNUE. 


I.  —  Préliminaires. 

On  appelle  équations  aux  dérivées  partielles  [el  quelque- 
fois, dans  les  anciens  auteurs,  équations  aux  différences  par- 
tielles) celles  dans  lesquelles  les  inconnues  sont  des  fonctions 
de  plusieurs  variables  indépendantes,  ces  équations  pouvant 
contenir  :  i^  les  variables,  2°  les  fonctions  inconnues,  3°  les 
dérivées  partielles  des  fonctions  inconnues. 

L'ordre  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  est  m  quand 
il  y  entre  au  moins  une  dérivée  d'ordre  m  d'une  fonction 
inconnue,  sans  qu'il  y  entre  de  dérivée  d'un  ordre  plus  élevé. 

Les  solutions  d'une  équation  ou  de  plusieurs  équations 
simultanées  aux  dérivées  partielles  portent  le  nom  d^inté- 
grales  de  cette  ou  de  ces  équations. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  VI.  i 
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Les  intégrales  peuvent  être  données  sous  forme  implicite 
ou  sous  forme  explicite.  La  solution  la  plus  générale  d'une 
équation  ou  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
porte  le  nom  à' intégrale  générale. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  portent  aussi  le  nom 
à'' équations  différentielles  ;  quand  il  peut  en  résulter  quelque 
confusion,  les  équations  différentielles  qui  ne  renferment  pas 
de  dérivées  partielles,  et  qui  sont  celles  que  nous  avons  étu- 
diées jusqu'à  présent,  portent  alors  le  nom  adéquations  diffé- 
ren  t  ie  lies  o  rdin  a  ires . 

La  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  comprend, 
dans  l'état  actuel  de  la  Science,  deux  parties  bien  tranchées  : 
la  première  partie  est  relative  à  la  théorie' des  équations  du 
premier  ordre  aune  seule  fonction  inconnue;  cette  partie  est 
pour  ainsi  dire  un  complément  de  la  théorie  des  équations 
différentielles  ordinaires  à  plusieurs  inconnues  :  c'est  une  des 
théories  les  plus  parfaites  du  Calcul  intégral^  la  seconde 
partie,  au  contraire,  est  presque  entièrement  à  faire,  elle  est 
encore  actuellement  hérissée  de  paradoxes  et  de  difficultés.  On 
sait  intégrer  les  équations  du  premier  ordre  à  une  inconnue, 
en  ce  sens  qu'on  peut  ramener  leur  résolution  à  l'intégration 
d'équations  différentielles  ordinaires  ou  à  la  résolution  de 
questions  encore  moins  compliquées.  C'est  à  peine  si  l'on  sait 
intégrer  quelques  équations  fort  simples  d'ordre  supérieur. 

Nous  nous  occuperons  donc  spécialement,  et  tout  d'abord, 
des  équations  du  premier  ordre,  et  en  particulier  des  équa- 
tions linéaires. 

Une  équation  est  linéaire  quand  les  dérivées  des  fonctions 
inconnues  y  entrent  seulement  au  premier  degré. 


IL  —  Méthode  de  Lagrange  pour  l'intégration  des  équations 
linéaires  du  premier  ordre. 

La  théorie  des  équations  linéaires  du  premier  ordre  est  due 
à  Lagrange  [Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1779,  et 
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Fonctions  analytiques  (  '  )].  Cette  théorie  a  été  reprise  depuis 
par  Jacobi  (t.  li^\\\  à\i  Journal  de  Crelle,  Dilucidationes, 
p.  i84).  Désignons  par  :r,  ^< ,  ^o?  •  •  •  i  Xn  des  variables  indé- 
pendantes et  par  u  une  fonction  inconnue  de  ces  variables  : 
si  nous  faisons 

,  -  du  du  du 

et  si  nous  désignons  par  Xq,  X^,  .  .  . ,  X,^  des  fonctions 
connues  de  Uy  x^  x^^  ...,  Xn-,  toute  équation  linéaire  du 
premier  ordre  et  aux  dérivées  partielles  sera  de  la  forme' 

(2)  Xo  +  Xi/?i-f- X2/?2-^- .--i-X^/?,,  =  ~^. 

Voici  de  quelle  manière  Lagrange  procède  pour  intégrer 
cette  équation  :  il  observe  que  l'on  doit  avoir 

,  du     j  du     .  du    , 

du  =  — -  dxi  -  .  .  .  -^  - —  dxa  —  ^-  dx, 
dxi  dx,i  dx 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (i)  et  (2), 

du  =pi  dxi  -^.  .  .-^pn  dr^  -i-  (Xo  ^  X,/?i  -^  .  .  .  ^  Xnp,i)dx, 

ce  que  l'on  peut  écrire 

du  —  Xodx  =  pi{ dxi  -+-  Xi  dx ) 

-+-p=>(dx2  -h  X.2  dx)—  .  .  .  —  p,iidx,i  -f-  X„  dx). 

Or,  si  l'on  établit  entre  les  variables  u.,  x^,  x,^  .  .  . ,  x„,  x  les 
relations 

dx^  -+-  Xi  dx  =  0,  .  .  . ,         dx,i  -f-  X,i  dx  =  o, 

ou 

dx^        dx.,  dxn 

( 3 )  —  dx  =  -^  =,,=..  .=  ^—  . 

Al  A2  A,j 

l'équation  précédente  donnera 

/  X  1  du 

(  4  )  dx=  ^^. 

Ao 


(')  II  avait  déjà  traité  le  cas  de  trois  variables  en  1772. 
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Les  équations  (3),  (4)  sont  des  équations  différentielles  que 
l'on  peut  intégrer  :  soient  ai,  ao,  .  •  .,  cf-n-,  P  les  constantes 
introduites  par  l'intégration,  et  soient 

(5)  ai  =  cpi,         a2  =  <p2,         ■■•■,         P  =  4^ 

les  intégrales  du  système.  Ces  formules  (5)  auront  lieu  en 
même  temps,  ou  l'une  sera  une  conséquence  des  autres  si  (2) 
a  lieu;  donc  ^  est  constant,  en  vertu  de  (2),  si  cpi,  ^2?  •  •  •  sont 
constants;  donc,  en  vertu  de  (2),  '|  est  une  fonction  de  cpi^ 
CP2,  .  .  •  ;  donc  l'intégrale  de  (2)  est 

F(tl^,  ©1,  <p2,  .. .,  ?«)  =0, 

F  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Nous  allons  retrouver  ce  résultat  par  la  méthode  de  Jacobi 
que  nous  allons  exposer. 


III.  —  Méthode  de  Jacobi  pour  l'intégration  des  équations 
linéaires  et  homogènes. 


Jacobi  étudietout  d'abord  les  équations  linéaires  et  homo- 
gènes du  premier  ordre,  par  rapport  aux  dérivées  de  la  fonc- 
tion inconnue,  dans  le  cas  où  la  fonction  inconnue  elle-même 
ne  figure  pas  dans  l'équation. 

La  méthode  de  Jacobi  repose  sur  les  deux  théorèmes  sui- 
vants ; 

Théorème  L  —  Pour  que  (^z=  c,  (^  désignant  une  fonc- 
tion de  ûOy  ^1,  ^25  •  •  -5  ^n  ^i  c  une  constante  arbitraire,  j 
soit  une  intégrale  des  équations  différentielles  ordinaires          \ 

.  ^  dx  _  dxx  dx„ 

oii  X,  X, ,  X2,  . .  . ,  Xrt  sont  des  fonctions  données  de  x^  x^, 
^25  •  •  •  '  ^ni  il  faut  que  cp  soit  une  intégrale  de  V équation 
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aux  dérivées  partielles 

du  du  du 

c'est-à-dire  que  l'on  ait  identiquement  (quels  que  soient  x, 

x^,  X2,  .  .  .,  Xn)  (t.  V,  p.  i5) 

do  do  do 

En  effet,  dire  que  cp  =  c  est  une  intégrale  de  (i),  c'est  dire 
qu'il  existe  n  équations  dont  o  ^=  c  fait  partie,  à  savoir 

<3)  o  =  c,         cpi  =  ci,         ...,         o„_i=:c,,_i; 

c<,  Co,  ...,  c,i-\  désignant  des  constantes  arbitraires  telles 
que,  si  l'on  en  tire  x^^  x^-,  •  •  .,  x,i  ^^  fonction  de  x  et  de  c, 
c«,  Co,  .  .  . ,  c,i-\  pour  porter  leurs  valeurs  dans  (i),  ces  équa- 
tions soient  satisfaites  identiquement,  c'est-à-dire  quels  que 
soient  ^,  c, ,  Co,  ...  :  c«_) . 

Tirons  donc  ^,,  x^t  ...  et  dx^^  dxo,  ...  de  (3)  pour  les 
porter  dans  (i)  :  nous  devrons  avoir  des  identités.  A  cet  effet, 
différentions  les  formules  (3)  pour  obtenir  dXi^  dxo,  ...  et 
nous  aurons 


(4) 


Au  lieu  de  tirer  dx{^  dx^i  ...  de  là  pour  les  porter  dans  (i), 
ce  qui  revient  à  éliminer  dx^^  dx2i  .  .  . ,  on  peut  remplacer 
dx^  dxs-,  dx.2i  •  •  -1  dans  (4),  par  les  quantités  proportion- 
nelles X,  X,,  Xo,  .  .  . ,  tirées  de  (i),  ce  qui  donne 


di 

dx 

do 
dx. 

dx, 

+  .  .  . 

df 

~^  àXn 

dXa-- 

-0, 

dx 

dx-^ 

d'il 
^  dx, 

dx. 

--... 

do, 
^  àXn 

dXn  = 

=  o, 

(5) 


X 

do 
dx 

+  Xi 

do 
dx, 

+  .  . 

.-x„ 

do 

dXn 

=-o, 

X 

dt^i 
dx 

+  Xi 

do, 
dx. 

-i-.. 

.-f-X, 

do, 
dXn 

=  0, 
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Ces  formules,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  doivent  devenir 
identiques  quand  on  y  remplace  ^i,  x^i  •  •  • ,  ^«  par  leurs 
valeurs  en  ^,  c,  c<,  .  .  .,  Cn-K  tirées  de  (3).  Or  on  peut  dis- 
poser de  c,  Cl,  C2,  .  .  ,  Cn-\  (puisqu'ils  sont  arbitraires),  de 
telle  sorte  que  ^4,  ^2,  •  •  • ,  «^«  tii'és  de  (3)  aient  des  valeurs 
données  quelconques  ;  si  donc  les  formules  (5)  ont  lieu  quels 
que  soient  x^  c,  Ci ,  C2,  •  •  ,  C/?_i ,  elles  auront  lieu  aussi  quels 
que  soient  x,  Xi,  X2^  .  .  . ,  Xn',  elles  constituent  donc  déjà  un 
système  d'identités  avant  que  l'on  ait  remplacé  x^^  x<2>,  .  .  . 
par  leurs  valeurs  tirées  de  (3).  Ainsi  la  formule  (2  bis)^  en 
particulier,  est  identique.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  II.  —  Réciproquement ,  pour  que  cp  soit  une 
intégrale  de  (2),  il  faut  que  cp  =  c  soit  une  intégrale  des 
équations  (i). 

En  effet,  si  cp  est  une  intégrale  de  (2),  il  faut  que  l'on  ait 
identiquement 

mais,  si  cette  formule  est  identique,  en  y  remplaçant  X^ 
X< ,  ...  par  les  valeurs  proportionnelles  dx,  dx^ ,  .  .  .  y 
tirées  de  (i),  on  aura  une  conséquence  nécessaire  des  équa- 
tions (i),  à  savoir 

^cp  do  do 

-r^  dx  -+-  -— ^  dxx  -4- ...  4-  - —  dxn  =  o 

dx  dxi  dXfi 

OU 

c/cp  =  o  ; 

ainsi,  quand  la  formule  (2  bis)  est  identique,  on  a  d(^  =  o 
OU  cp  =  const.;  mais  dire  que  cp  =  const.  est  une  consé- 
quence de  (i),  c'est  dire  que  c'est  une  intégrale  de  (i). 

c.  Q.  F.  D. 

Ainsi  : 

Pour  que  o  soit  une  intégrale  de  (2)^  il  faut  et  il  suffit 
que  cp  =  const.  soit  une  intégrale  de  (i). 
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Re.marqi  i:.  —  Si  les  constantes  c  n'étaient  pas  arbitraires, 
notre  raisonnement  perdrait  toute  sa  force  :  ainsi,  si,  par 
exemple, 

{"^  bis)  00,  oi  ==:  o,  ...,  cp  ^  —  o 

constituait  une  solution  particulière  des  équations  (i),  on 
aurait  bien  encore 

ô'o  do  d'o 

ôx  0.r\  ax,i 

mais  non  plus  identiquement,  et  seulement  pour  les  valeurs 
de  ^1,  X2y  .  .  .  ^  Xn  tirées  de  (3  bis). 

Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  (2) 

i    \  X  —  —X*^—  -^       — \     —  -  — 

dx        ^  ^  dxx    '■  '  '  '       '  "  ôx,t. 

D'après  les  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer,  on 
aura  des  solutions  de  cette  équation  en  prenant  pour  u  les 
fonctions  cp  qui,  égalées  à  des  constantes,  constituent  des  inté- 
grales du  système  (i) 

dx        dx\  dx,i 

et  l'on  ne  pourra  avoir  d'intégrales  u  de  (2)  qu'en  prenant 
des  fonctions  qui,  égalées  à  des  constantes,  constituent  des 
intégrales  de  (i).  Or,  si 

C4,  C2,  •  •  .,  c,i  désignant  des  constantes  arbitraires,  consti- 
tuent l'intégrale  complète  du  système  (i),  la  fonction  la  plus 
générale  susceptible  de  rester  constante  en  vertu  de  ces  équa- 
tions (i)  sera  une  fonction  arbitraire  de  cp, ,  'jo,  •  .  » ,  '^n  ;  donc 
une  fonction  F(cp,,  Oo,  .  .  .,  cp„)  arbitraire  de  cp^,  cpa,  .  .  . ,  cp„ 
sera  la  solution  la  plus  générale  de  (2).  Nous  allons  établir 
cette  proposition  d'une  autre  manière. 
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Théorème  III.  —  Lorsque  Von  connaît  i  solutions  ou 
intégrales  de  U équation 

du  du  du 

on  peut  toujours  en  trouver  n  —  i  autres,  au  moyen  d^une 
équation  de  même  espèce  contenant  i  variables  de  moins. 

En  effet,  soient  cpi,  ©2,  •  •  -,  ^i  des  solutions  de  (i)  :  pre- 
nons-les pour  variables  à  la  place  de  ^i,  ^05  •  •  • .  ^/  et  dési- 
gnons par  un  d  les  dérivées  partielles  prises  en  regardant 
:c,  cp, ,  .  .  . ,  cp/,  Xi^s  y  •  '  '  1  Xa  comme  variables  indépendantes  ; 
les  formules  relatives  au  changement  de  variables  seront 

du         du  à^\         du   ào=,  du   àon 

Oxi         d^i  àxi        doç,  dxi        •  •  •   '    ^,^^^  ^^^ 

du  _  du  doi  du  (^?2  du  do,, 
dx^i  d^i  dx^  '  <icp2  dx'i  '  "  *  '  d^^^  ^^^ 
• 1 

du  du  du     àoy  du     «^'-ps  du      à^n 

dxi+1        dxi^i  "^  doi  dxi-^i    '    c/oo  dr^^  1       "  '  '       dro^  àxi-^-^ 

du  _  du         du   d(^i         du  do^  du   à^^ 

dx        dx    '    dc^i    dx        d'^-i    dx       '  '  '       do,i    dx 

Portant  ces  valeurs  dans  (i)  ou  multipliant  ces  équations 
respectivement  par  X, ,  X2,  •  •  -,  X,^,  X,  en  ayant  égard  à 
ce  que  cp,,  02,  .  .  .  sont  solutions  de  (i),  c'est-à-dire  à  ce 
que  l'on  a 

•      /        d^x  ^^1  ^"^i 

(2)  p "^  "  ^'  dx]  -■■■-^^"  j^-;,  ^ ^' 


on  trouve 


_  du  du        ^  du 

''^^  dxi^x  ~^  '  '         ^  "'  dx,i  dx 


telle  est  l'équation  plus  simple  à  laquelle  satisfait  la  fonc- 
tion u.  L'intégrale  la  plus  générale  de  cette  équation  doit 
contenir  cp,,  cpa,  .  .  . ,  cp/  d'une  manière  arbitraire. 
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Corollaire.  —  Supposons  que  l'on  connaisse  n  intégrales 
'f  <  j 'f  2,  •  •  •  >  ^n  de  l'équation  (i),  en  les  prenant  pour  variables 
à  la  place  àe  x^,  œ^,  .  .  .,  x^  :  d'après  ce  que  l'on  vient  de 
voir,  l'équation  (i)  se  réduira  à  la  forme 

-.  du  du 

A  ->—  =  o        ou         -.-  =■  o, 
dx  dx 

puisqu'il  ne  saurait  exister  de  relation  X  ==:  o  entre  ^4, 
X2y  .  .  -,  Xfii  oc.  On  en  conclut  que  u.,  exprimé  en  fonction 
de  x^  cp,,  cp2,  .  .  .,  '^n-)  ne  contient  pas  x\  donc  u  est  fonc- 
tion de  cp,,  cpo,  ...,  ^n.  seuls.  Et  il  est  facile  de  constater 
qu'une  fonction  arbitraire  de  cp,,  cp2,  .  .  . ,  cp,i  est  une  solution 
de  (i);  en  effet,  soit  to  =  F(cp,,  .  .  . ,  cp„)  une  telle  fonction; 
on  aura 

dx        doy    dx         ôo-i    dx        '  '  '       d<^ti    àx 
Ooi  _  ôisi   c)oi         doi   do-i  d(ii    à^n 

dxi        doy   dxi        d'f2  dxx       '  '  '       d(^,i  dxi 


en  multipliant  ces  équations  respectivement  par  X,  Xi, 
X2,  .  .  . ,  X,i  et  en  ajoutant,  on  a,  en  ayant  égard  à  (2)  ou  à 
ce  que  cp,,  cpo,  ...  sont  solutions  de  (i), 

duj        -^     d(x>  dii) 

X  --  ~  \i h. . .  -4-  X„  ----  =  o  ; 

dx  dx'i  dXfi 

oj  est  donc  solution  de  (i),  et,  par  suite,  la  solution  la  plus 
générale  de  (i)  est  une  fonction  de  o, ,  cp2,  .  .  . ,  cp„. 

G.   Q.   F.   D. 

IV.  —  Applications  diverses. 

Trouver  une  surface  dont  la  normale  rencontre  une 
droite  fixe. 

Soient  X,  jK?  ^  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  dont 
l'équation  sera  cp(^,  jk,  s)  =  o  :  sa  normale  pourra  être  repré- 
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sentée  par  les  équations 


X  =  07  +  p  - 


dx 


do 


do 


la  droite  donnée  par  les  suivantes 

en  exprimant  que  ces  droites  se  rencontrent,  on  a 


X  - 

-  Xq     a 

âo 
dx 

-Jo     P 

à? 

J'- 

ày 

do 

z  - 

~  zo     Y 

dz 

ou 


(0 


■£  [?(^  -^o)-t(7-7o)]-+-  ^  [^((x-xo)-  aiz-zo)] 


d(f 
'dz 


[a(7— 7o)  — ^(a^  — ^o)]=o; 


l'équation  cp  =  const.  est  une  intégrale  du  système 

dx  dy 


M 


P(z— ^o)— T(7— Jo)        -{{x  —  Xo)—cc{z  —  Zo) 

dz 


a(jK— 7o)— ?(^  — ^o) 


OU  une  combinaison  arbitraire  de  ses  intégrales.  Pour  résoudre 
ce  système,  on  multiplie  les  deux  termes  de  chaque  fraction 
respectivement  par  a,  p,  y  ou  par  œ  —  ^o,  y — Jo,  ^  —  ^oi 
et  l'on  voit  que  l'on  peut  écrire,  à  la  suite  de  chacune  d'elles, 
les  rapports  égaux 

adx  -\-  ^dy  -h  ^dz 
o 
et 

(x  —  Xo)dx  -}-(  y  —yQ)dy  -i-{z  —  Zo)dz 

il  en  résulte 

a  dx  -]-  ^  dy  -h  ^(  dz  =o, 


{x  —  Xo)dx^{y—yo)dy-\-{z  —  ZQ)dz  =  o, 
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OU  bien,  en  intégrant, 

aj"  -4-  ^^  -f-  Y^  =  const., 

(x     -.r.y-   ^{y-XoY-^     <z       Co)2  =  const. 

Telles  sont  les  intégrales  du  système  (2)  :  ce  sont  des  inté- 
grales de  l'équation  (i),  et  l'intégrale  la  plus  générale  de  cette 
équation  est 

En  égalant  cette  solution  à  zéro,  on  a  l'équation  de  la  surface 
cherchée 

c'est  l'équation  d'une  surface  de  révolution. 


V.  —  Intégration  des  équations  linéaires  quelconques 
du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue. 

Soient  X  une  fonction  inconnue  des  variables  ^ , ,  ^o ,  •  •  • ,  ^« 
et  X,  Xi ,  X2,  .  .  . ,  X„  des  fonctions  des  variables  ^, ,  ^21  •  •  •  ^ 
Xn  et  de  la  fonction  inconnue  x. 

d.v     .    y.     àx  ,    V      ^-^    _  V 

^'^  ^'  ÔX,~^'d^,-^-"-^^''^n~' 

sera  la  forme  la  plus  générale  que  puisse  affecter  une  équa- 
tion linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  une 
inconnue.  Cette  équation  possède,  comme  on  va  le  voir,  des 
intégrales  de  la  forme 

(2)  ©1(5-,  Xi,  X2,  .  ..,  crn)=  c, 

où  c  désigne  une  constante  arbitraire.  La  méthode  que  nous 
allons  exposer  laisse  échapper  les  solutions  qui  ne  contiennent 
pas  de  constante  arbitraire  et  que  l'on  a  appelées  singulières  ; 
mais  elle  permet,  au  contraire,  de  trouver  les  intégrales  de  la 
forme  (2). 

Si  l'équation  (i)  admet  une  solution  telle  que  (2),  x  tiré 
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de  (2)  rendra  (i)  identique,  c'est-à-dire  y  satisfera  quels  que 
soient  ^,,  ^o?  •  •  • ,  •'^u  et  la  constante  arbitraire  c. 
De  (2)  on  tire,  parla  règle  des  fonctions  implicites, 

.        dx              0c5i       do^             dx  à-o^       d^x 

(2  OIS)    -7 = ^  -   :   -7—?  , =  —    Y        *    "T~'  •  •  •  ' 

^  '   âxi  àxi       dx  dx^  âxo       ax 

portons  ces  valeurs  dans  (i),  il  viendra 

et  cette  équation,  qui  ne  contient  pas  encore  explicitement  c, 
deviendra  identique  quand  on  y  aura  remplacé  x  par  sa  valeur 
tirée  de  (2).  Mais,  c  étant  arbitraire  et  (3),  ayant  lieu  quel  que 
soit  c,  quand  œ  y  est  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  (2),  aura 
encore  lieu  quand  à  la  place  de  c  on  mettra  une  fonction 
arbitraire  de  Xf,  x^^  .  .  .,  x,i'  Gela  revient  à  dire  que  (3)  a 
lieu  quels  que  soient  x^ ,  x^^  .  .  . ,  ^„  et  aussi  quel  que  soit  x^ 
avant  que  l'on  ait  remplacé  cette  fonction  par  sa  valeur  déduite 
de  (2);  mais,  si  (3)  est  identique,  ^^  est  une  intégrale  de 
l'équation  homogène 

do  âo  ào  do 

(4  )  X h  Xi  -— -  ^  X2  ---  -+-...  ^  X,i  — —  =  o, 

dx  dxi  dxi  dx,i 

que  l'on  sait  intégrer;  on  obtiendra  donc  des  solutions  de  (i) 
en  égalant  à  des  constantes  arbitraires  des  intégrales  de  (4). 
Or  les  intégrales  de 

,  ^ .  dx  _^  dxx  _  dx^  _        _  dx,i 

X  Xj  X2  X,i 

sont  des  intégrales  de  (3)  égalées  à  des  constantes;  c'est  donc 
parmi  les  intégrales  de  (5)  qu'il  faudra  chercher  celles  de  (1). 
Réciproquement,  toute  intégrale  de  (5)  cp,=:c  est  telle 
que  cp,  rend  la  formule  (3)  identique;  si  donc  de  cp^  =  c  on 
lire  x^  les  dérivées  de  x  seront  données  par  les  formules  (  2  bis) 
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et,  si  l'on  divise  la  formule  (3)  par  Y~»  ^^^  donnera,  en  vertu 

de  (2  bis)f 

,,  d.r        ..     dx  ,^      dx 

—  X         —  ^!    ,       -h...+  A„- —  =0; 

l'équation  (i)  sera  donc  satisfaite  pour  la  valeur  de  x  tirée  de 
la  formule  (2).  Ainsi,  en  résumé  : 

Toute  intégrale  des  équations  (5)  est  une  intégrale  de 
l'équation  (i),  et  toute  intégrale  de  (i)  de  la  forme  cp,  =  c  est 
une  intégrale  de  (5). 

Soient  donc 

©1  =  const.  =  Cl,         cp2  =  const.  =  C2,  ...,         o„  =:  const.  =  c„ 

les  intégrales  du  sjstème(5); 

*(?i,  ?2,  ...,  ?«)=  const., 

où  $  est  une  fonction  arbitraire  de  o,,  (^2?  •  •  •>  'f/o  sera  la 
forme  la  plus  générale  d'une  intégrale  de  (i)  renfermant  une 
constante  arbitraire,  que  l'on  peut  d'ailleurs  remplacer  par 
zéro  sans  nuire  à  la  généralité,  puisque,  <E>  étant  arbitraire, 
cette  fonction  pourra  être  censée  renfermer  la  constante  en 
question. 

Ainsi,  abstraction  faite  des  solutions  singulières,  pour  inté- 
grer V équation  (i),  on  intégrera  le  système  (5),  puis  on 
égalera  à  zéro  une  fonction  arbitraire  des  fonctions  qui 
restent  constantes  en  vertu  des  intégrales  de  (5). 

Autrement  dit  :  on  posera 

*(Ci,  C2,   ...,  c„)  =  o, 

Ci,  C2,  ...  désignant  les  constantes  arbitraires  qui  entrent 
dans  l'intégrale  générale  de  (5),  et  Von  éliminera  c<, 
C2,  .  •  -,  Cn  entre  cette  équation  et  celles  qui  constituent 
l'intégrale  générale  de  (5). 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'intégrer  l'équation 

du  du  du 

dx      -^  dy  dz 
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m  désignant  une  constante  :  on  formera  les  équations 

dx  _dy  _  dz  _   du 
X    ~  y   ~~    z   ~  mu 

d'où  l'on  tire 

11- 

X  —  cu"\        y  =:^  c' u"\         z  —  c"u'", 

c,  c',  c"  désignant  des  constantes;  écrivant  que 

F(<?,  c',  c" )  =  o 
ou 

(A)  p^4,4,4\=o, 

^m      i^m      u'n  J 

on  aura  la  solution  la  plus  générale  de  la  question.  On  voit 
que  l'on  en  déduit 

u  =  ^{x,y,  z) 
et 

^(ax,  ay,  az)  ■=  7.'"^u, 

car  l'équation  (A)  est  inaltérée  par  le  changement  de  œ  en  a^, 
y  en  ay,  z  en  olz  et  u  en  ol^u.  La  fonction  u  est  donc  homo- 
gène et  de  degré  m;  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 


VI.  —  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  des  cônes, 
des  cylindres,  des  conoïdes,  des  surfaces  de  révolution. 

Cônes.  —  En  cherchant  la  surface  dont  le  plan  tangent 
passe  par  un  point  fixe,  on  est  conduit  à  écrire  l'équation 

(i)  p(a:  —  a)-i-q{y  —  b)--=z  —  c; 

p,  q  désignant  ici  et  jusqu'à   la  fin  de  ce  paragraphe  les 

dérivées  ^,  —  de  la  coordonnée  z  d'un  point  de  la  surface, 

par  rapport  aux  deux  autres;  a,  6,  c  sont  les  coordonnées  du 
point  fixe. 

Cette  équation  (i)  est,  par  rapport  à  la  fonction  inconnue  z, 
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linéaire  et  aux  dérivées  partielles;  on  l'intégrera  en  posant 

dx     _      dy     _      dz 
X  —  a       y  —  b        z  —  c' 

dont  les  intégrales  sont,  en  appelant  a  et  p  des  constantes, 

X  —  a=a(z  — c),        y  —  h  =^{z~  c). 

L'intégrale  de  (i)  s'obtiendra  en  éliminant  a  et  ^  entre  ces 
deux  équations  et 

4>(a,  [i)  =  o, 
ce  qui  donnera 


<ï>  étant  arbitraire.  Cette  équation  est  celle  d'un  cône  quel- 
conque. 

Cylindres.  —  En  exprimant  que  le  plan  tangent  d'une 
surface  reste  parallèle  à  une  droite  de  direction  a,  6,  i,  on  a 

(i)  pa-\-  qb  =  \: 

l'intégration  de  cette  équation  dépend  de  celle  des  équations 

dx  _  dy  _  dz 
a   ~    b  1 

dont  X  —  az^=  const.,  y  —  bz  ^  const.  sont  les  intégrales 
générales.  L'intégrale  de  l'équation  (i)  sera  donc 

^{x  —  az,  y  —  bz)  =  o. 

Cette  équation  est  celle  d'un  cylindre  quelconque  ayant  ses 
génératrices  parallèles  à  la  direction  a,  ^,  i. 

Conoïdes.  —  px  ^  qy  =  o  est  l'équation  d'une  surface 
dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  du  rayon  vecteur  est 
perpendiculaire  à  la  trace  du  plan  tangent;  l'intégration  de 
cette  équation  dépend  de  celles  des  équations 

dx  _  dy  _  dz 
X    ~  y    ^    o 
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qui  ont  pour  intégrales  —  =  const.,  ^  —  const.  ^  donc  l'équa- 
tion   ordinaire   de   la   surface    en    question  est  z=z(^(-- 
4>  étant  une  fonction  arbitraire. 

Surface  de  révolution.  —  Exprimons  que  la  normale  à 
une  surface  rencontre  la  droite 


X  — .^0        Y— jo        Z  — ^0 


La  normale  a  pour  équations 

X  —  x  _  Y— jK  _  Z  — ^  ^    ,^ 

P      ~      9      ~"    -I    ~^  ' 

la  condition  cherchée  s'obtiendra  en  éliminant  p  et  p'  entre 
les  équations 

Xq-\-  ap  =  ;r +/?p', 

Zo-^cp  =  z—p'\ 

ce  qui  donne 

Xq  —  X     a      p 

yo  —  yb     q 

Zq  —  z      c      —  I 


OU 


(I) 


p{c{y  —  y,s)  ~  b{z  —  z^)]-^  qla{z  —  z^)  ~  c{x  —  Xq)} 


Pour  intégrer  cette  équation,  on  écrira  les  équations  ordi- 
naires 

dx 


ciy—yo)—b{z  —  z^) 
dy 


dz 


a^z  —  ZQ)—ci^x  —  x^)        6(a?  — iPo)  — «(J— Jo) 
{x  —  x^')dx-^r{y—yçi)dy-^{z  —  z^)dz 

o 
a  dx  +  h  dy  -^  cdz 
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qui  s'intègrent  immédiatement  et  donnent 

(ce  —  XoY'  -h  (y  —  yo)-  -+-  {z  —  5o)'=  const., 
ax  -+-  by  -^  cz  =  const.; 
on  en  conclut  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est 

^[(x-Xoy^iy-yoT'-^i^-^or-,  aT^by^cz]  =  o, 

<I>  désignant  une  fonction  arbitraire.  On  reconnaît  l'équation 
générale  des  surfaces  de  révolution,  ce  que  l'on  vérifie  d'ail- 
leurs bien  facilement,  en  observant  que  les  plans  parallèles 
à  ax  -{-  by  -\-  cz  ^=  o  coupent  la  surface  suivant  des  cercles 
situés  dans  des  plans  ax  -+-  by  -+-  cz  =  h  et  sur  des  sphères 

(T—Xoy'^(y-yoy--^(z-Zoy-.^(h). 

VII.  -    Remarque  au  sujet  des  équations  que  l'on  vient  d'intégrer. 

On  a  vu  que  la  solution  d'une  équation  linéaire  aux  déri- 
vées partielles  homogènes  était  de  la  forme y*(cp,,  .  .  . ,  ^«_i); 
o,,  cpo,  .  .  .  étant  des  solutions  particulières  de  cette  équa- 
tion; il  est  facile  de  prouver  que,  réciproquement,  toute  fonc- 
tion de  Xi ,  Xof  .  .  . ,  x,i,  susceptible  d'être  ramenée  à  la  forme 
/('fi5  'f2i  •••>  'i'i-i)')  satisfait  à  une  équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles. 


En 

effet. 

soit 

u  - 

=  /l 

.?l: 

02,  • 

on  aura 

du 
dx, 

àf 
do  Y 

dOi 

dx, 

+ 

àf 
do. 

do, 
dx, 

du 

ÔXn 

doi 

dXn 

+ 

àf 

doz 

do, 
dx,i 

9«-i 


df      do„_i 


do,i^i     dxi 
> 

df     don-x     > 

dOn_i      àXn 

d'où  l'on  conclura  parl'élimination  des  dérivées -r^>  •  •   ,— ^ — , 

^  do^  dOn-x 

d{u,  çpi,  oo,  ..-.  ?«-i) 
d{xi,  xz,  X3,  ...,  x„) 

équation  linéaire  et  homogène  en  u  et  qui  exprime  que  u  est 
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une  fonction  de  o,,  ^27  •  •  •  5  ^n-\  î  on  peut  déjà  soupçonner, 
d'après  cela,  l'existence  d'un  facteur  capable  de  ramener  à  la 
forme  (i)  toute  équation  aux  dérivées  partielles  linéaire  et 
homogène. 

La  solution  d'une  équation  linéaire  quelconque  est  donnée 
par  une  équation  de  la  forme 


M 


F(cpi,    Cp2, 


?u) 


OÙ  cp4,  cp2  5  •  '  •  sont  des  fonctions  données  de  la  fonction  u 
et  de  ses  variables  Xi,  x^i  •  •  •  ?  oc^'  Réciproquement,  toute 
équation  telle  que  (2)  conduit  par  l'élimination  de  F  à  une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles.  En  effet,  différen- 
tions  (2),  nous  aurons 


<9c)i  \àT>^     '     du 


d(i>n 


^'f  1 
du 


Pu 


du 


Pi)  P2,     ■    ■)  Pn  désignant  les  dérivées  partielles  de  u  par  rap- 

ÔF        dF 
doi  '  doi  '  dOfi^i    d(Un 

entre  les  équations  précédentes,  on  trouve 


c-  r        -r     •       àF     dF 
port  a  ^4 ,  Xo ,  •  .  . ,  x,i.  01 1  on  élimine  ^^ —  ?  ^ —  > 


dc^ 

dXn 


du 


Pa 


à'^n 


d(p, 


dxi  ^    du  ^' 


do,i        d^n 


dx, 


du 


Pn 


Cette  équation  est  en  apparence  de  degré  n\  mais,  en  combi- 
nant convenablement  les  colonnes  par  voie  d'addition,  la 
lettre  p  n'entrera  plus  que  dans  une  seule  colonne,  ce  qui 
ramènera  l'équation  finale  au  premier  degré. 
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VIII.  —  Sur  une  manière  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires. 

Théorème  fondamental.  —   Considérons  les  équations 
différentielles 

dx        dxy  dx^  _        _  dxn 

X  Xj  X2  X/i 

Supposons  qu'on  les  ait  intégrées  de  telle  sorte  que,  pour 
jc  =  a,  les  variables  .r, ,  ^2?  -  -  -  ^  Xn  se  réduisent  respective- 
ment à  «1 ,  «2?  •  •  •  j  <^/z-  Si  l'on  pose  alors 

«2  =  y 2 ( <^/-f  1  )  ^/+2)  -••>  ^rt)» 

\     <^i   =  //  (<^/+l>    «f+2j     .  •  •  j   <^«)' 

e/  si  entre  ces  équations  et  les  intégrales  de  (i)  on  élimine 
a,,  «2?  .  .  . ,  a^^  on  obtiendra  i  équations  d'où  l'on  pourra 
tirer  x^ ,  x^-,  .  .  ^ ,  Xi  en  fonction  de  xt^^ ,  .  ,  , ,  Xn  et  de  x. 
Quand  on  fera  x  =^  a  dans  ces  relations,  on  trouvera 


(3) 


^1  =^  fli^i-^i  ,  ^i+-2,.    .  .  .  ,  ^/i  ), 
^2  =y2(^/-t-l>  ^z+2i    •  •  •  ■>  ^n)i 


En  effet,  les  équations  intégrales  de  (1),  résolues  par  rapport 
à  a^J  «2)  •  •  •  >  <^n-)  peuvent  se  représenter  ainsi 

(4)    «1=:  «];i(a,  rri,  372,  ..  .,  ^«,  ^),         «2  ^  "1^2,      ■••,     an^-'^n- 

Si  l'on  y  fait  :r  ^  a,  on  doit  avoir 

Ces  équations  ont  lieu  quels  que  soient  a^,  a^,  .  .  .,  «„,  qui 
sont  par  hypothèse  des  constantes  arbitraires;  donc  elles 
auront  encore  lieu  quand  on  y  remplacera  a<.  «25  •  •  •?  Cin 
par  :ri,  ^2>  •  •  •  7  -2;,^  ;  on  aura  donc 


\ 


(5)  ^1=  <];i(a,  a^i,  272,  ..  .,  ^«,  a),         373  =  J^a,      -..,     ^» 
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Maintenant,  si  l'on  élimine  a^,  a^,  -  •  -,  ««  entre  (2)  et  les 
intégrales  (4)  de  (i),  on  aura 

4/2(«,  a^i,  ;r2,  ...,a7„,  a7)=/2[4>/+i(a,  ^1,  ^2,  •  •  • ,  ^/o  ^),  "l^i+a,  •  •  •]» 
mais,  si  l'on  fait  ^  =:  a,  on  a,  en  vertu  de  (5), 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

Le  théorème  précédent,  dû  à  Cauchy,  est  fréquemment 
appliqué  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, et  nous  allons  en  faire  une  application  à  la  recherche 
d'une  fonction  satisfaisant  à  l'équation 

(6)  x,;^+X,;^+...+  X„|îi=X, 

^     '  dXi  dX2  dXn 

et  se  réduisant  pour  ^„  =  a^  à  une  fonction  x  donnée  par  la 
formule 

¥(X^  Xx,  X2,    .  .  .,  Xn-\)  =  0. 

Pour  intégrer  l'équation  (6),  on  intègre  d'abord  le  système  (i), 
puis  on  observe  que  toute  relation  entre  les  constantes  d'inté- 
gration est  une  intégrale  de  (6),  quand  on  y  suppose  les  con- 
stantes remplacées  par  leurs  valeurs  déduites  des  intégrales 
de  (i).  Il  en  résulte  que,  si  l'on  pose 

F(a,  «1,  «2»  •••>  <^/i— i)  =  o, 

l'élimination  des  a  fournira  une  intégrale  de  (6)  qui,  en  vertu 
de  notre  théorème  fondamental,  se  réduira  à 

¥{X,  Xx,  X^,    ...,  a7„_i)=:0, 

pour  Xn  =^  an. 

Application.  —  Trouver  un  cône  ayant  pour  sommet  le 
point  a,  6,  c  et  passant  par  une  courbe  y  =  (f(œ)  située 
dans  le  plan  z  z=  Zq. 
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L'équalion   différentielle  des  cônes,  ajant  pour  sommet 
a,  b^  c,  est 

z  ~c:=p{x-a)-^q{y-b),        P  ^  J^^         ^  ^  à^' 

Pour  intégrer  cette  équation,  on  forme  le  système 

cl.r      _      dy      _      dz 
X  —  a       y  —  b        z  —  c 

dont  les  intégrales  sont 

X  —  a  —  {xq  —  a) -> 

^0  —  C 

y  —  b={yo—b) 


Zq—  c 


yo  et  Xo  désignant  les  valeurs  de  jk  et  ^  pour  z  :=  Zq.  Si  l'on 
pose 

l'élimination  de  Xq  et  jKo  entre  cette  équation  et  les  deux  pré- 
cédentes donnera  la  solution 

'   Z  —  C  'L  z  —  c  \ 


IX.  —  Sur  les  multiplicateurs  des  équations  aux  dérivées  partielles. 
Théorème  I.  —  Soit 

ÔX^  0X2  OXn 

une  expression  dans  laquelle  Xi,  X2,  .  .  .,  X„  sont  des 
fonctions  de  x^^  x^,  .  .  .,  Xn\  il  existe  au  moins  un  facteur 
[i.,  tel  que  ^LKprenne  la  forme 

,^R_    à(LfuU..-.fn-x) 
Oyu.y,   X-iy    .  .  .  ,    X,i) 

d^ un  déterminant  fonctionnel,  quel  que  soit  f. 
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En  effet,  soient  y*,,  /a,   •  •  •  >  fn-\  des  solutions  distinctes 
de  l'équation  R  =  o,  on  aura 


Xi 

àfi 
dx, 

+  X, 

dx.2 

-+-. 

.   .   .-i- 

x« 

=  o, 

Xi 

dx. 

-+-X, 

àfn- 

-  +. 

.  .  .-+- 

x„ 

àx. 

=  o; 

dx.2 

de 

là  on  tire 

^     àif,^ 

.A,  .. 

•  ,.A- 

l) 

\n    • 

à(A. 

./.= 

1  •  •  •  j 

/..-i) 

"^^  '  dix. 

,   ^3,    . 

.  .,  Xr, 

0 

dix 

i,  Xi,  . . . 

,-2^«) 

et,  en  appelant  |ji   *  la  valeur  de  ces  rapports  égaux, 


X-.-.  '^(/"/'.  • 

..,/«-l) 

•  •  ,  Xn-i  ) 
• .  fn-^  ) 

d(a7i,   ^3,    . 

■  . ,  a;,,  ) 

l'expression  de  R  devient  alors 

d(a7i,  Xo,    .  .  .  ,  Xn) 

d'où  l'on  conclut  qu'il  existe  un  facteur  [jl  capable  de  trans- 
former [xR  en  un  déterminant  fonctionnel. 

Théorème  II.  —  //  existe  une  infinité  de  facteurs  |jl. 
En  effet,  si 

a(^l,  372,    ..  .,  Xn) 

et  si  F(/,  ,/2,  •  •  •  ^  fn-\)  désigne  une  fonction  arbitraire  de 
f\->  fi^  '  '  ' ,  f,i-\ ,  [^F  sera  encore  un  facteur.  Pour  s'en  con- 
vaincre, il  suffit  d'observer  que  F  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

F-    "'(?!'    ?2,     ■■■,    0,>~i) 
~     ^(/l,./2,     ■..,/«-!)' 

car  on  peut  se  donner  cpo,  03,  .  .  .  ,  (p„__^  et  l'équation  précé- 
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dente  aux  dérivées  partielles  donne  cj,  ;  on  peut  encore  écrire 

on  a  donc 

1^    u .  K  =  — 

d{Xi,  X,,  X^,    ...,  Xn) 

Lemme.  —  Si  l'expression 

ri  —  Al HA,  ^ r-  .  .  .  -T-  A„  - — - 

OXi  OX-i  ÔXn 

est  un  déterminant  fonctionnel,  on  a 

dX,        ^X,  dX„ 


ôx. 

OX^     '    '  '  *          dXa 

En  effet,  on  a  alors 

dxi 

,  en  supposant 

R  = 

d{ff,,f,,    ...,/„-!  ) 

on  a 


H 


()X/        ^^i  ^^       "^  ^  EL  0^-J^  àxiôx. 
dxi  '        dxi      dxi 

et,  par  suite, 

dx^     '    dx2       *  •  •  ^   (^^,^  ~         \  â^  d^~^  d^  d^  \dxidxi' 

''  '    \    dxi      dx(  dxi      dxij 

Or  le  coefficient  de  ,    ^^    représente  un  mineur  du  second 
oxi  OXi       ^ 

ordre  de  R,  diminué  de  lui-même  (t.  I,  p.  i65);  donc 
()Xi       (9X2  <^X„  _ 

dXy    "^  dXi    ~^"  •  •    ■      ^j;^^ 


(')  La  quantité  -r^-^  -f-  -^  +...+  -r^^  est  ce  que  l'on  peut  appeler  un 
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Théorème  III.  —  Tous  les  multiplicateurs  [j.,  tels  que 


1^    Xi 


EL 

dxx 


EL 

âxo 


x„ 


iL 

àXn 


y.  R 


soit  un  déterminant  fonctionnel  exact,  sojit  les  solutions 
de  Véquation 


(I) 


d{  [xX,  )        a(;xXO  c^([xX,) 

-4-  -T-  .  .  .  H- 

éX^  0X2  <J^n 


En  vertu  du  lemme  précédent,  il  est  clair  que,  si  |j.R  est 
un  déterminant  fonctionnel,  l'équation  (i)  doit  avoir  lieu; 
reste  à  prouver  que  toute  solution  de  cette  équation  est  un 
multiplicateur. 

Soit  \  une  solution  de  cette  équation  et  \v  un  multiplica- 


invariant  de  lequation  A,  - — 
sidère  le  déterminant 


Ox^ 

àx^ 

âx 

àx, 

ôx, 

f'       s     . 

àx. 

âX 
dx^ 

àx~ 

àx, 

dx„. 

-T —  =  o.  En  général,  si  Ton  con- 


=  0, 


les  coefficients  des  diverses  puissances  de  s  et  le  terme  indépendant  de  s 
seront  des  invariants;  en  d'autres  termes,  si  Ton  effectue  sur  les  variable^ 
a?,,  x^,  . . .,  x^  une  substitution  linéaire  et  homogène  et  si  l'on  désigne  par  y,, 


du 


y2'>  ---i  Yn  Ï6S  nouvelles  variables,  par  Y,  ^'^  +  Y,  -, — 


àr^ 


-}-  Y„  -,—  ce 


j     .     ^  ^    du        ^r    au 
que  devient  X,  -y h  X^  - — 


àyi 


du 


X„  -T —  )  le  coefficient  de  s'  dans 


dY, 

ày. 


^r,         ày^     '"     dy„ 

sera  égal  à  celui  de  «'  dans  B  :  ainsi,  par  exemple 

c)X,        dX^  dY^        dY, 

ôXf        Ox^  dy,       ây^ 
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leur,  on  aura 

dCkXi)        ()(XX,)  d(lXn) 

-— \ —     —...H =  O, 

aXi  Ox.2  OXn 

<)(XvXO  ^  ()(XvXO  _^        ^  <)(XvX„) 
De  ces  deux  équations  on  tire  par  soustraction 

X,  -r I-X2  -5, h.  .  .-T-X„  - —  =0, 

ôxi  axo  dx,i 

ce  qui  prouve  que  v  est  une  solution  de  l'équation  R^o; 
mais,  ).vR  étant  un  déterminant  de  la  forme 

.R        à(f,f„f,,  ...,/.-0 
Av  K  =  -— , 

d{Xi,  X2,  X3,    .     .,  Xn) 

I         si  l'on  pose  R  =  o,  on  voit  que  toute  solution  de  cette  équa- 
tion doit  être  une  fonction  de  fi,  f. 2,  .  .  . ,  /*«_)  ;  donc 

On  pourra  donc  écrire,  en  appelant  cp,,  cp^,  .  .  .  des  fonctions 
et 

~    <^(/5  /l5  /2,    .  .  •  ,  //i-l)     à{Xi,   X2,    .  .  .  ,  ^«)  ' 

ou 


d(jCi,  ^2,    ...,  ^n-l)' 


donc  )v  est  un  multiplicateur,  donc  enfin  toutes  les  solutions  [x 
de  l'équation  (i)  sont  des  multiplicateurs,  capables  de  rendre 
jjt,R  un  déterminant  fonctionnel  exact  quel  que  soit  y. 

En  particulier^  si 

dXj         dX^  dXn  _ 

dxi        dxz  '       dx,i         ' 


20  CHAPITRE     I. 

X  est  un  multiplicateur  et  R  est  un  déterminant  fonc- 
tionnel quel  que  soit  f. 

Théorème  IV.  —  Si  ^  et^  sont  deux  multiplicateurs  de 
V  expression 

capables  de  la  transformer  en  un  déterminant  fonctionnel^ 
-  sera  une  solution  de  R  :=  o. 


En  effet,  de 

âxi        '        dx-i  *  '  ôx,i 


en  multipliant  la  première  par  v,  la  seconde  par  [a,  on  tire 
par  soustraction 

ou,  divisant  par  v-, 


?) 


Xi^^+...  +  X„ 


dxx  âXfi 

ce  qui  établit  le  théorème. 

X.  —  Principe  du  dernier  multiplicateur. 

Jacobi,  à  qui  nous  devons  la  théorie  du  multiplicateur  des 
équations  aux  dérivées  partielles,  a  fait  une  application 
remarquable  de  cette  théorie  à  la  recherche  de  la  dernière 
intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  ou  d'un 
système  d'équations  ordinaires,  dont  on  connaît  toutes  les 
autres. 
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La  tliéorie  que  nous  venons  d'exposer  se  trouve  déve- 
loppée dnns  le  Journal  de  Crelle,  t.  27,  dans  les  Mathe- 
matisclic  II  erkeel  dans  les  Vorlesungen  ûber  Dynamik  Aq 
Jacobi;  mais  la  théorie  suivante  est  extraite  d'une  Note  de 
Jacobi,  (jui  a  paru  au  tome  X  du  Journal  de  Liouville 
(i'^  série)  :  nous  avons  toutefois  simplifié  un  peu  le  calcul 
de  l'illustre  auteur. 

Lemme.  —  Soient  M  un  multiplicateur  de  V équation  aux 
dérivées  partielles 

du  du  du 

^'^  ^'d^,-^^'àx,~---^'^ô^r^''^ 

Ui  une  solution  de  cette  équation;  on  a  vu  que  la  connais- 
sance de  l'intégrale  U\  permettait,  en  prenant  u^  à  la  place 
de  x,i  pour  variable  y  de  ramener  l'équation  (i)  à  la  forme 

,    X  ^      (Jt(         „      du  ,,  du 

(2)  \i  ~j—-\.^-r-^...  -\n-x 


dxi        '  '  dx^       '  '  '       "  dxn-i 

la  quantité  M<  =  M  :  —-^  est  un  multiplicateur  de  cette 

OX  fi 

dernière  équation. 

En  effet,  M  étant  un  multiplicateur,  on  a 

: -T-. . .-: ^ =  o 

ÔXy  ÔXi  ÔX,i 

OU,  remplaçant  M  par  M^  y—? 

\    dxi  •'•  ()j.^^    ]  Oxa    '    '    '  V    *  '^•^i  ^^/i       ••■  '  dxn  dx,J 

Si  l'on  différentie(i)  par  rapport  à  ;r;2,  en  y  supposant  u-^Ui. 
on  a 


X, 


d     dui        ^      d     duy 
oxi  dx,i        ^  ^  dxi  dXn 

du\   c/X, 

du,  dX^ 

'~    dXy    dXa 

dXi  dxn 
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l'équation  précédente  s'écrit  alors 
^_    /()MiX,  dMiXn\  au,       -.  (du,  dXi  du,  àXn\  _ 

Maintenant  changeons  de  variables,  et,  au  lieu  de  ^, ,  ^25  •  •  - 
^„,  prenons  œ,,  œ.y,  .  •  . ,  ih  ;  nous  aurons 

dMiXi        6/MiXt        dMiXi  dui 


âxi              dxi 

dui 

àXx 

àUiXn 

dM.Xr, 

dux 

Ou  y 

dXn, 

dX,        dXi   dui 
dxri  "~  dux  àx,i 

OXa 

La  formule  (3)  devient  alors 

/«?MiXi    ^  dm^Xn-x\  dui 

\    dxi  •  •  •  "^      dxa-i     )  âx,i 

/dMiXi  dui  _^  dMiXg  dui\  du, 

\     du,   .  ôxi    '   '"  dux       dx,J  dx,i 

/dui  dXi        dui  dX^  \  du,    __ 

^  \dxi    dui    '    dx2    du,  /  àxa 

ou,  divisant  par  - —  et  développant 


dux  dux 

dM.Xx  dM,Xn-,    ,    dMxf^    âux 

dx\  "  '  dx„-\  du 


j./x   ^  -i-      ^  X    — "^  = 
x\    ^  àxx       '  "  "  (^a7„  / 


le  coefficient  de  -j-^  est  nul,  puisque  U\  est  solution  de  (i); 
il  reste  donc 

d^M,X,       ^M,X2  dm^Xn-x 


dxx  dx^  '  '  dxj 


o. 


ce  qui  prouve  que  Mi  est  bien  un  multiplicateur  de  l'équa- 
tion (2),  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Voici  maintenant  l'usage  que  l'on  peut  faire  de  ce  théorème  : 
supposons  que  l'on  se  donne  l'équation   (i)  ou  le  système 
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équivalent  d'équations  ordinaires 

dxx  _  dx=i  _       _  dx,i 

quand  on  en  connaîtra  une  intégrale,  on  la  transformera  dans 
l'équation  (2)  ou  dans  le  système  équivalent 

dx^        dxi  dx,i-x 

Xi  X2  X/j_i 

où  Xn  doit  y  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  l'intégrale 
connue  w<  =  const.  En  opérant  sur  l'équation  (2),  on  fera 
disparaître  de  cette  équation  une  nouvelle  variable,  et  ainsi 
de  suite.  Supposons  que  l'on  connaisse  toutes  les  intégrales 
de  (i)  moins  une,  on  la  ramènera  ainsi  de  proche  en  proche  à 
la  forme 

(4) 

équivalente  à  l'équation 


du 
âx, 

Xi  + 

du 

dx,''- 

=  0 

ion 

dx, 

dx. 

Xi 

-  X, 

X,, 

dxi  — 

Xi  dx2  = 

=  0. 

OU 

(5) 

Si  M  désigne  le  multiplicateur  de  l'équation  (i),  les  multi- 
plicateurs successifs  des  équations  simplifiées  seront 


Mi  = 

M 

dui  ' 
dx^ 

dXn-i 

M 

dui     du2 
dXn  dXa-\ 

u^^  U2^  ...  désignant  les  intégrales  de(i).  Le  multiplicateui 
de  l'équation  (4)  sera 

M 

dux     duo  du,i-2  ~     ' 


dXn.  dXfi-i  dxz 

et  l'on  aura 

d[JlXi  ^[XX2 


dxi      '      dxi  ' 
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^  sera  donc  le  facteur  d'intégrabililé  de  l'équation  (5);  d'où 
il  résulte  que  : 

Si  l'on  connaît  un  multiplicateur  de  V équation  {i)  et 
toutes  ses  intégrales  moins  une,  cette  dernière  s'obtiendra 
toujours  au  moyen  d'une  simple  quadrature. 


XL  —  Application  du  principe  du  dernier  multiplicateur. 
1°  Quand  on  aura 

dxi  ~^  dx^  -T- .  .  .  -r-  ^^^^  , 

on  appliquera  avec  succès  la  méthode  du  dernier  multiplica- 
teur, car  ce  dernier  multiplicateur  pourra  être  pris  égal  à 
l'unité. 

2°  Supposons  que  l'on  donne  une  équation  de  la  forme 

• 

la  connaissance  d'une  seule  intégrale  suffira  pour  en  trouver 
une  seconde;  en  effet,  l'équation  précédente  revient  aux 
suivantes 

dx        ~  dx 

ou  bien 

dx  _  dy        dy' 

^  ~  y  ~  V 

c'est-à-dire  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

du         ,  du  du 

ox      '^    dy        '  dy 

Soit  M  un  multiplicateur  de  cette  équation  :  on  aura 

dm        dUy'        aMcp  _ 
dx  dy  dy'    ~    ' 
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et  M  =  I  y  satisfait  :  il  en  résulte  que,  si  l'on  connaît  une 
intégrale  de  l'équation  proposée  i^  =  const.,  en  tirant  de 
cette  intégrale  la  valeur  dc^',  l'expression 

sera  une  différentielle  exacte,  et  la  solution  complète  de 
l'expression  proposée  sera 


/ 


u  =  const. 


(y'dx  —  dy) —-  =  const. 


ày' 


Nous   ferons  plus  loin  une  application    remarquable   du 
principe  du  dernier  multiplicateur. 

Remarque.  —  Rappelons-nous  que,  étant  donné  un  sys- 
tème d'équations  ordinaires  du  premier  ordre  de  la  forme 

Pi  dxi  H-  P2  dx2  -i- . . .  H-  P„  dx,i  =  o, 

il  existe  des  multiplicateurs  qui,  appliqués  aux  premiers 
membres,  font  de  la  somme  de  ces  premiers  membres  une 
différentielle  exacte.  Ceci  revient  à  dire  que,  si  l'on  con- 
sidère les  équations 


t= 

dxi 

dXn 

ou,  si  l'on  veut, 

dxi       dx2 

dx, 
Xi 

dx, 
-X3    =' 

il  existe  des  multiplicateurs  )w,  ^^3,  .  .  . ,  X/^,  tels  que 
^    / dxi        dxi\       ^    / dxx        dxz\ 

^^x7~  xrj^^'lx7-x7j^--- 
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soit  une  différentielle  exacte;  ou  enfin  qu'il  existe  des  mul- 
tiplicateurs a,,  ijLo,  .  .  . ,  [i-n  satisfaisant  à  la  relation 


et  tels  que 


[Xi  -+-   ÎJ.2  -+-  . 


soit  une  différentielle  exacte.  En  effet,  lK^  =  X2 -H  )^3 -|- . . .  +  X/^ 
et  [JI2  =  —  ^21  [^3  =  —  X35  ••  -,  et  il  existe  même  n  —  i  pareils 
systèmes  de  multiplicateurs  ;  soient  donc 


(^) 


[J-lndXn 

x„ 


^/l, 


[i.„_l,l<ia7i  {J.,2_i,2  <i^2 


Xi 


X, 


x; 


dfn-\ ; 


/i,  /"s,    .  .  .,  fn  seront  les  intégrales  du  système  (i)  ou  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles 


(3) 


dxx  ^  dxi 


àXn 


Les  formules  (2)  montrent  que  l'on  a 


dx, 


Xy^ 


si  donc  on  appelle  [i.  le  multiplicateur  du  premier  membre 
de  (3),  c'est-à-dire  si  l'on  a 


(^(^ 


dxi 


X„ 


àf\_    d(f,A,  ...,/,) 


àXnJ         d{Xi,  X2,    ...,  Xn)' 


on  aura  aussi 


''(^'i;---^»£ 


àf 

à/ 

dxi 

dX2 

Xi 

H-12 

X2 

X, 

H-22 

xT 

x„ 

[^2/1 
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et,  en  égalant  les  coefficients  de  -^j  ^j  •  •  -  ■> 


(J.X1X2 ...  X„  = 


[J-12 
ÎJ-22 


relation  remarquable  entre  les  multiplicateurs  \k  et  a/y 


XII. 

—  Complément  des  théories  précédentes 

Je 

suppose  que  l'on  ait 

(I) 

dx\^        dx^ 

c)X,. 

-^...-4-  -j—  =0 

l'expression 

(2) 

^^1"+^^ 

()«                   „      du 

est  un  déterminant  fonctionnel;  en  d'autres  termes,  il  existe 
des  fonctions  ?/<,  ï^oj    •    -^   ''«-i   satisfaisant  aux  équations 


d{u^,   11=,, Un-l) 

à{Xi,  X3,    ...,  Xn) 
d{Uu   "2,    .  -  .,   Un-i) 


(3) 


àixi,  Xs, 


Xtl) 


=  X,, 


d{Xi,   X2,    ..  .,  Xn-i) 


=  Xn. 


Il  s'agit  maintenant  de  trouver  ces  fonctions  ou  d'intégrer  le 
système  (3)  :  nous  prouverons,  en  résolvant  cette  question, 
qu'en  supposant  l'équation  (i)  satisfaite,  l'expression  (2) 
est  un  déterminant  fonctionnel,  et  cela  plus  directement  que 
ne  Fa  fait  Jacobi. 

Soit  UiVune  quelconque  des  fonctions  w,,  ii.y,  ...  :  multi- 
plions les  équations  (3)  respectivement  par  -r- ^,  -7— ^j  •••et 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VI.  3 
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ajoutons-les;  nous  aurons 

X^-t-Xo  —  -f-       +X— =-0 
^  dxy  ^  dx-i       '  '  '  "  dx,i         ' 

ce  qui  prouve  que  u^,  U2,  •  -  .  sont  des  solutions  de  l'équa- 
tion linéaire 

du  du     ^  du 

Soient  donc  oj, ,  (O2,  •  .  . ,  tô,i_^ ,  7i  —  i  solutions  indépendantes 
de  celte  équation;  w^,  Wo?  •  •  •  ^  Hn-i  pourront  s'exprimer  en 
fonction  de  to, ,  coo,  .  .  . ,  ^o,f_^ ,  et  l'on  aura 

d(ui,  M9,  .  .  . ,  Ua-i)  _  à(ui,  W.2,  .  . . ,  w.,-i)   à( toi,  .  ,  . ,  a>„_i  ) 
d{Xi,  X:i,  .  ..,  .T,i)     ~  (?(wi,  w.,  .  ..,  w,i._,)     (^(^r,,  .  ..,  :r„) 


ce  qui  permet  d'écrire,  au  lieu  de  (3), 

/   à(uu  U2,   '    -,  n-n-i)  _  ^    ,  c)(a)|,   .  .  .,  cO/?-i) 


Si  nous  faisons  abstraction  du  premier  membre  de  cette  suite 
d'égalités,  et  si  nous  désignons  par  B^,  B2,  .  .  .  les  détermi- 
nants qui  dans  (5)  servent  de  dénominateurs  à  Xi,  Xo,  .  .  ., 
nous  aurons 


1^1  T.     ,        B2 


v/  j        BiH B2-T-... 

d{Xi,  x^,  xz,  ...,x,i)  ôxi  âx2 

_  oiXi        âX^  _  Xj_  /(?Bi        (98^ 

(^a;i         da^a       "  '  *        Bi   \  àxi         âx^ 

Or  Bi,  Bo,  .  •  .  étant  des  déterminants  fonctionnels,  on  a 

dBi       dB.2 
aa^i        da72 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES.        35 

alors,  en  vertu  de  (i),  le  dernier  membre  de  ces  égalités  sera 
nul  et  l'on  aura 


(è'"' "■•'-') 


'K    n, 


à{u-i,  Ji,   .  .  .,  Xn) 


cA     '  ^     \  •  •  •  seront  fonctions  de  oj, ,  coo,  .  .  . ,  W//_.  :  le  déter- 

minant   , , — pourra  donc  se  calculer  en  lonc- 

tion  de  to,,  coo,  .  .  . ,  (o,/_, .  On  pourra  satisfaire  à  (5)  ou  à  (3) 
en  choisissant  u^,  .  .  . ,  u,i-{  arbitrairement,  et  l'on  aura,  en 
appelant  H  la  suite  des  rapports  (5),  l'équation  linéaire 

à{(iii,  oj, w„_,)  ~ 

pour  calculer  i/y^  on  peutprendre  Uo  =  wo,  -  .  . ,  llu-^  =  ^'^«-i» 
et  alors  il  viendra 

— -^  =11,         Ui=  I  H</a),-i- ronct.(co9,  ...,  (M.-i-i), 

et  le  problème  sera  résolu.  Si  Wo,  W3,  ...  se  réduisent  pour 
x^-=  x\  à  des  fonctions  données  de  ^o?  -^35  -  •  •  »  ^m  il  en  sera 
de  même  de  leurs  égaux  Wo?  "3»  .  •  -  et  t^,  pour  to,  =  oj^  se 
réduira  à  une  fonction  donnée  de  w,,  ...,03,,    , . 


XIII.  —  Théorème  sur  les  multiplicateurs. 

Soient  F  wAie  fonction  de  ^1,  j"o,  . . .,  .T/^  e^  </e  a;  X,, 
Xo,  . . .,  X„  â?e5  fonctions  de  Xt,  x-i-,  • . .,  ^«  pouvant  aussi 
renfermer  le  paramètre  a.  Si^  pour  une  valeur  poj^ti- 
culière  de  a,  ou  si,  quel  que  soit  a,  on  a 


(2) 


l;^(^)( 


--•••+f")= 

—  .  .  .-h  ^ 
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pour  une  forme  de  la  fonction  (f  (F),  la  quantité  ^(F)  -.  -, 
sera  un  multiplicateur  de  V équation 

En  effet,  l'équalion  (2)  étant  développée  donne 

p  (F)  —  (Xi i_...+  X„  - —    +cp(F)   Xi +...4-X„  - — —  ) 

'        '\dxi     0%  dx,i     doL   } 

OU,  en  vertu  de  (i), 

^F/^Xi^Xs    ,  à^n\ 

'       '  art.  \  oxi        dXi  dxn  / 

ce  qui  peut  s'écrire 


dxi  '  '  '  ôx, 


ce  qui  prouve  bien  que  ^(F)  —  est  un  multiplicateur. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  [ntégrer  l'équation 

/  7  \    ^^^  ,■      r  n  ,      ^   ^U 

iax  ^  by  -^  cz) \- (a  x  -t-  u  y  -}-  c  z)  —- 

"^  ^  âx       ^  ^  ^  dy 

+  ( a^r  H-  b  y  +  c  z)  —  =  o, 

où  a,  b,  .. .  désignent  des  constantes. 

2.  Intégrer  l'équation  suivante,  où  o  est  une  fonction  quelconque 

dz  dz       dz     ,    ^ 
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et  prouver  qu'elle  représente  toutes  les  surfaces  réglées  à  plan  direc- 
teur, 

3.  Intégrer 

4.  Les  équations 

^  =  17^'        y^lTt'        ^  =  di' 

dx'  _        \x.x  ciy  _        \x.y  dz'  \i,z 

~dt~~l^'         'di~~~r^'         ~di^~~~i^' 

où  (X  est  une  constante  et  où  r"- =  x'^-\-y^  ^  z^j  ont  pour  intégrales 

y'z  —  z'y  =  a,         z'x  —  x'z  =  b,        x'y — yz=^c, 

x'  {xx'  -\-  yy'  -\-  zz)  —  x  {x"^  +  y"^  -\-  z"^)  ^  ~-  —  ol, 

y'(xx'-^yy-i-zz')-y(x'^^+y'^-^z'^-)^^  =  P, 

z'(xx'-^-yy'-i-zz')  —  z{x'^-^y"'-hz'^')-^  -^  =  y; 


mais  ces  équations  ne  sont  pas  distinctes  et  se  réduisent  à  cinq.  On 
propose  d'appliquer  à  l'intégration  du  système  en  question  le  principe 
du  dernier  multiplicateur. 

5.  Prouver  que  la  sphère  est  la  seule  surface  dans  laquelle  le  plan 
tangent  soit  normal  au  rayon  vecteur  issu  d'un  point  fixe. 

6.  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  dans  lesquelles  la  nor- 
male est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  issu  d'un  point  fixe. 

7.  Soient/1,/2,  ...,/,i_i,/,j  des  fonctions  données  de  ^1,37-2,  ...,x,i; 
trouver  une  fonction  u,  telle  que  l'on  ait 

■Jn 


Oy^Xi ,  X^j    •  •  •  >  ^«—1?  ^n) 


et  montrer  que  la  question  peut  être  résolue  au  moyen  d'une  qua- 
drature, 

8.  Trouver  l'équation  des  surfaces,  telles  que  la  longueur  de  la 
normale  comptée  à  partir  du  point  d'incidence  jusqu'au  plan  des  xy 
soit  égale  à  la  distance  de  l'origine  au  pied  de  la  normale  sur  le  plan 
des  xy. 


38  CHAPITRE     II. 


CHAPITRE  IL 


THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  QUELCONQUES  AUX  DÉRIVÉES 
PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE  A  UNE  INCONNUE. 


I.  -^  Classification  des  solutions  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 

II  sera  bientôt  démontré  qu'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre 

E   -=:(), 

dans  laquelle  E  désigne  une  fonction  quelconque  de  la  fonc- 
tion inconnue  u^  de  ses  variables  x^,  x^^  .  .  .,  Xn^^  de  ses 

,  ,    .    ,  du  au         -,        ^  1      . 

dérivées  o^  =  -^— ,  ^-  >  ,  pn-=  - — ,  admet  une  solution  qui, 

uX  j  (IJC  II 

pour  Xn  =  ^/%  -^Jl  étant  une  constante  arbitraire,  se  réduit  à 
une  fonction  arbitraire  des  autres  variables  ^i,  .3:?2>  •  •  -j^/z-i. 
Une  pareille  solution  porte  le  nom  à^ intégrale  générale. 

Toute  solution  qui  se  déduit  de  l'intégrale  générale,  en  par- 
ticularisant la  forme  de  la  fonction  arbitraire  dont  dépend 
cette  intégrale,  porte  le  nom  ai  intégrale  particulière. 

Toute  solution  qui  n'est  pas  l'intégrale  générale  ou  une 
intégrale  particulière  est  une  intégrale  singulière. 

Toute  solution  renfermant  n  constantes  arbitraires,  c'est- 
à-dire  un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  au  nombre 
de  variables  dont  la  fonction  inconnue  u  dépend,  a  reçu  de 
Lagrange  le  nom  ^intégrale  complète. 

Par  extension,  on  a  donné  le  nom  ai  intégrale  générale, 
à^intégrale  particulière,  àHntégrale  singulière^  d^inté- 
grale  complète,  à  une  équation  entre  la  fonction  inconnue 
et  ses  variables,  d'où  l'on  peut  tirer  par  de  simples  opérations 
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r         algébriques,   c'est-à-dire  sans   effectuer  d'intégrations,   une 
intégrale  générale,  particulière,  singulière  ou  complète. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'équation 

F{u,  Xi,  .r_>,  ....  x,i,  «1,  «2,  .  . .,  a„)  =  o, 

dans  laquelle  a»,  «25  •  •  •  sont  des  constantes  arbitraires,  défi- 
nit une  valeur  de  u  satisfaisant  à  E  rz=  o,  quels  que  soient  Xi, 
x.2i  .  .  -,  a:,i  et  «1,  «o»  •  •  -j  «/o  on  dira  que  cette  équation 
F^o  est  une  intégrale  complète  de  l'équation  Er=o. 

Disons  enfin  que  k  constantes  arbitraires  ne  doivent  être 
considérées  comme  distinctes,  que  si,  pour  x^=zx\^  ... 
Xn  =  ^Ij  elles  permettent  de  choisir  arbitrairement  u  et 
A'  —  I  dérivées  de  cette  fonction. 


IL  —  Des  intégrales  complètes. 

Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre 

Entre  la  fonction  inconnue  u,  les  n  variables  Xi^  X2-,  •  .  ., 

Xfi  dont  elle  dépend,  et  ses  dérivées  p,  =  - — ,  ...,/?,.  =  - — . 

Une  intégrale  complète  de  cette  équation,  étant  une  intégrale 
contenant  n  constantes  arbitraires,  se  présentera  générale- 
ment sous  la  forme 

aj,  «25  '  •  •  >  <^«  désignant  des  constantes  arbitraires.  Dans  ce 
qui  va  suivre  nous  ferons  d'abord  abstraction  du  cas  où  les 
dérivées  de  F,  ou  celles  de  u  relatives  à  .r,,  .  .  .  ^  Xn  seraient 
infinies  ou  indéterminées. 

Théorème  I.  —  Si  entre  l'intégrale  complète  (i)  et  ses 
dérivées  totales 

(  d¥\_   d¥  dV  _  /  àF\_  /  ^^  \  _ 
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on  élimine  «i,  «2,  -  .  .,  an,  on  trouve  V équation  proposée 

E  =  o. 

En  effet,  dire  que  (i)  est  une  intégrale  complète  de  E  =  o, 
c'est  dire  que,  si  l'on  en  tire  u  et  ses  dérivées  /?,,  pi^  .  .  . ,  /?^ 
pour  les  porter  dans  E=:o,  cette  équation  se  trouve  satis- 
faite identiquement;  en  d'autres  termes,  si  l'on  tire  w,  /?i, 

/?2,  .  .  . ,  Pu  de 

,     ^  dY  (3F  rJF  dY 

(A)F=0,  ^ h/?i-r-=0,  ..., h/>,i-T~=0, 

^     '  '         àx^       ^    du  ôx,i       ^      du 

pour  les  porter  dans  E  =  o,  cette  équation  est  satisfaite  iden- 
tiquement, c'est-à-dire  quels  que  soient  x^,  x^,  .  .  . ,  ^«  et 
«1 ,  «2,  .  .  . ,  an.  Or  E  =  o  ne  contient  pas  les  a  ;  donc  E  =  o 
a  lieu  en  même  temps  que  (A)  ;  c'est  une  conséquence  néces- 
saire des  équations  (A),  ne  contenant  plus  «^  «25  •..,««; 
c'est  donc  la  résultante  provenant  de  l'élimination  de  a^^ 
(22>  •  •  •  entre  les  équations  (A).  c.   q.  r.  d. 

Mais  E  =  o  ne  sera  la  résultante  des  équations  (A)  qu'au- 
tant que  les  constantes  a  seront  distinctes,  c'est-à-dire  telles 
que  ces  équations  aient  effectivement  une  résultante  unique; 
s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  ne  considérerait  pas  F  =  o  comme 
une  intégrale  complète. 

Théorème  II.  —  Quand  on  connaît  une  intégrale  com- 
plète dfune  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  on  peut  toujours  en  déduire,  par  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes,  la  solution  la  plus  générale. 

En  effet,  en  choisissant  convenablement  a, ,  «2»  •  •  •  ?  a^  on 
pourra  toujours  faire  en  sorte  que  l'équation  (i)  fournisse 
pour  u  une  fonction  donnée  à  l'avance /de  x^^  x^,  .  .  -  ^  Xn\ 
il  suffira  pour  cela  de  poser 

F(3^1,  X^,    .  .  .,  Xn,  ai,  «2:    •  •  .,   ««,  /)  =  0, 

et  de  se  donner  à  volonté  «< ,  «2?  -  -  -  -,  an-i  :  l'équation  précé- 
dente fera  alors  connaître  an- 

Proposons-nous  alors  de  satisfaire  à  l'équation  aux  dérivées 
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partielles  proposée  en  choisissant  convenablement  « , ,  «2 >  •  •  • , 
a,i^  et  en  les  regardant  non  plus  comme  des  constantes,  mais 
comme  des  fonctions  de  ^,,  x^,  .  .  . ,  X/^  ;  on  tire  de  la  for- 
mule (i),  en  la  difFérentiant  à  ce  point  de  vue,  par  rapport  à 


dx\^  du        ôai  dxi        ôa^  dx^  ~^'''        ' 


.    X  .    d¥  d¥        d¥   day        JF   da^ 

'  0X2  ^^^        <^«i   dXi        oa^  dx^ 


Ces  équations  se  réduiraient  aux  formules 


(3) 


qui  donnent  /?<,  p2,    ...,  quand  on  suppose   a,,  «2] 
constants  si  l'on  avait 

/    d¥   da^         d¥   da=,  d¥    dan 

dai  dxx        àa^  dx^       '  '  '       da,i  dxi         ' 


/    â¥ 

â¥ 

\    <JXi 

-^Pi 

Ou 

=  o 

1    ô¥ 

d¥ 

j  âx. 

+  />2 

dii 

—  O) 

(4)  i    d¥^  doi        ô¥^  da.2  _        _  d¥    da,,  _ 

I  dai  dxi  "^  da^  dx-i       '  "  '       ^<2„  dx^  ~    ' 


Les  valeurs  de  m, /?i,  /?2j  •  •  -j  tirées  de  (i)  et  (3),  satisfe- 
raient à  l'équation  proposée,  puisque  par  hypothèse,  en  tirant 
w,/>,,/?2;  ...  de  ces  équations  pour  les  porter  dans  la  pro- 
posée, celle-ci  devient  identique,  quels  que  soient  a,,  «21  •  •  •  ? 
et  cela  quand  ils  sont  fonctions  de  ^i ,  ^2»  •  •  •  5  aussi  bien  que 
quand  ils  sont  constants. 

Ainsi  l'équation  (i)  constituera  encore  une  intégrale  de  la 
proposée  si  les  fonctions  a,,  a^-,  -  .  .,  a,i  satisfont  aux  for- 
mules (4).  On  peut  résoudre  ces  équations  de  plusieurs 
manières. 

o   rv  u  dax  dai  , 

1°  Un  peut  supposer -^  1=  o,    ...,^—=0,    ...,   alors 
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«1,  ^2,  .  .  -  sont  des  constantes  et  l'on  retrouve  la  solution 
complète  d'où  l'on  était  parti. 
2^  On  peut  supposer 

,,;  d¥  d¥  d¥ 

(5)  -=o,         -—  =o,  ...,         ——=0; 

ces  n  équations,  quand  elles  sont  compatibles,  déterminent 
des  systèmes  de  valeurs  de  <2<,  a^,  .  •  -,  cin  satisfaisant  à  la 
question  :  on  obtient  donc  une  intégrale  ordinairement  5m^^'W- 
lière  en  éliminant  a^^  a-y-,  .  .  . ,  «/î  entre  (i)  et  (5). 

,,..,,  1         •      j  à¥     ô¥  d¥ 

Mais  il  n  est  pas  besoin  de  supposer  que  ^ — ?  - — ?  •  •  •  >  ^; — 

soient  tous  nuls,  pour  satisfaire  aux  équations  (4)  :  on  peut 
supposer 

le  déterminant  du  système  (4)  étant  nul,  ces  équations  (4) 
rentrent  alors  plus  ou  moins  les  unes  dans  les  autres,    et 
d'ailleurs  la  formule  (6)  montre  que  l'on  doit  supposer  des 
relations  entre  les  a. 
Supposons  d'abord 

(7)  ««=  ?(«!>  «2,  ..  ,  «rt-i); 

.         d¥    ,              .                    ,      ,             d¥     ^     d¥    do 
alors  ^r-  devra    être   remplace   par  -r h  -^ r-^  j  que    nous 

dai  ^  ^       àai         daa  àai     ^ 

désignerons,  pour  abréger,  par  (  ^  j  ;  les  formules  (4)  devien- 
dront alors 

d¥\  cla^  !    à¥    \  da^-^ 


da^j  dx^         "       \ôa,i^'i]     dx^ 
d¥  \  dax    ^  [     d¥    \  da^-^x 


dayj  dx=i       "'       \da,i-x)     dx^  ' 

et  l'on  y  satisfera  en  posant 
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Les  équations  (7)  et  (8)  feront  alors  connaître  a,,  «2?  -  •  •  ?  <"'« 
et,  en  éliminant  ces  paramètres  entre  (7),  (8)  et  (i),  on  aura 
la  solution  dite  générale  renfermant  la  fonction  arbitraire  cp. 
L'élimination  ne  pourra  ordinairement  qu'être  indiquée. 

On  peut  aussi  supposer  plus  d'une  relation  entre  les  fonc- 
tions a  et  faire 

Si  l'on  pose  alors 


dV           dY     doi^i 

dF    do„ 

/  dF 

-h                '        -h.  . . 

dan  àa^  ~ 

\àaa 

on  est  conduit  à  calculer  les  a  au  moyen  des  formules  (9)  et 
des  suivantes 

(S)"^"'     (£)  =  '''     ••••    (S)  =  °- 

Je  dis  maintenant  que  nous  avons  ainsi  la  solution  la  plus  géné- 
rale. En  effet,  appelons  m  =  V  la  solution  complète  déduite 
de  (i),  en  supposant  a^ ,  ao,  .  •  •  constants,  et  soit  w  =  W  la 
solution  la  plus  générale  ou,  si  l'on  veut,  une  solution  bien 
déterminée,  mais  quelconque.  On  peut  poser  W  =  V,  à  la 
condition  de  supposer,  comme  nous  l'avons  dit,  les  a  variables 
et  convenablement  choisis^  n  —  i  d'entre  eux  d'ailleurs  peu- 
vent être  pris  arbitrairement;  nous  les  déterminerons  par 
les  équations  suivantes 

dxi  ~   \dxi/^  '         dx„-i  ~\dx„^i/' 

OÙ  (  -r—  )  est  une  dérivée  prise  en  laissant  les  a  constants.  Or, 
si  dans  l'équation  proposée  on  remplace  u  et  ses  dérivées 
par  V,  (  - —  U  •  •  ■,  I  - —  j ,  on  obtient  une  identité,  d'où  l'on 
peut  tirer  une  équation  de  la  forme 


/  dV  \ 

\àXn 
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Si,  dans  la  même  équalion  proposée,  on  substitue  à  la  place 
de  u  et  de  ses  dérivées  W,  ^ — >  •  •  ?  on  a  aussi  une  identité, 
d'où  l'on  tire  évidemment 

^  _,)  /\V    ^     ...,  -^^V 


mais,  comme  l'on  suppose  V  =^  W,  on  voit  que,  les  formules 
(lo)  ayant  lieu,  il  faut  que  l'on  ait  aussi 


^''^  dx,,  \dXn)' 

Maintenant  dilTérentions  l'égalité  W=  V;  nous  aurons 


OXi 

H^y 

dcix 
dx. 

-t- , 

•^- 

daa 
dxi  ' 

Ox, 

<:S;h 

dV 
à  ai 

dax 
dx^_ 

-^• 

.4- 

ùa,i 

da,i 
dx.' 

Ces  formules,  en  vertu  de  (lo)  et  (i  i),  se  réduisent  aux  for- 
mules (4),  dont  elles  ne  diiïerent  c[ue  par  la  forme,  car  les 
formules  (4)  prennent  bien  la  forme 

èN  dai  <)V    dag  _ 

ôa^  dxy       '  '  '       Oa,i   dx^  ' 

quand  on  suppose  F  =  o  de  la  forme  V  —  ?^  :=  o;  les  a  ne 
peuvent  donc  être  déterminés  autrement  que  nous  ne  l'avons 
fait.  (La  théorie  précédente  est  de  Lagrange,  OEuvres,  t.  III 
et  IV.) 

Il  résulte  de  cette  théorie  que  les  équations  linéaires  n'ont 
pas  de  solutions  singulières,  et,  en  effet,  si  l'on  considère 
l'équation 


et  si  l'on  appelle 


Cp2=C2,  ...,  Cp„ 
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les  intégrales  du  système 

dx  _  dxi  _       _  dxn 

l'intégrale  générale  de  (a)  sera 

OU  tout  au  moins  peut-on  affirmer  que  ce  sera  une  des  inté- 
grales de  l'équation  (a);  il  en  résulte  que 

(b)  «iÇ>i -T- «2'f2+- •  •+ «/iÇ>/i  —  i  =  o         ou         F  =  o, 

àij  a^-i  ...,««  désignant  des  constantes  arbitraires,  est  une 
solution  complète.  Or  les  solutions  singulières  s'obtiennent 

en  déterminant  a^ ,  «o,  .  .  . ,  au  moyen  des  équations  - —  =  o, 
- —  =  o,  .  .  .  ,  qui  ne  sauraient  fournir  de  valeurs  pour  «<, 

«2)  .  .    ,  vu  qu'elles  ne  contiennnent  pas  ces  variables. 

Il  est  facile  de  s'assurer  aussi  que  les  solutions  complètes 
de  la  forme  (6)  appartiennent  exclusivement  aux  équations 
linéaires,  et,  en  effet,  en  éliminant  «,,  «2?  •  •  •  entre  (6)  et 
ses  dérivées 

do  y  âo.2  \  â.T  /  â'^i  dz>2  ,          \_ 

^  dx  '  àx  "  '  /  dxi  \  ^  dxi  ^  dx^  '  "'  J 

doi  do^  \  dx  (  dox  dz>=,              \ 

dx  dx  /  dxo  \  dx2  dx^              / 


on  a  une  relation  linéaire  en  -; — >  -. —  »  •••  (IjAgrange,  Mé- 

dxi     dx2 

moires  de  Berlin,  1772-1774)- 

Nous  ferons  observer,  en  terminant,  que,  si  l'on  donne  une 
équation,  telle  que  (i), 

(i)  F(a,  x^,  x^^  . . .,  x,i;  ai,  a,,  ...  a„)  =  o, 

en  éliminant  les  constantes  a, ,  «o,  •  •  • ,  <^n  entre  cette  équation 
et  celles  que  l'on  obtient  en  la  différentiant  par  rapport  à^,, 
x.y^ . .  .,^/iet  en  y  considérant  «^  comme  fonction  deXi,  .. .  ,^«, 
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on  obtiendra  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
E  =  o,  dont  (i)  sera  une  solution  complète,  mais  qui  aura 
une  solution  plus  générale  que  Ton  pourra  déduire  de  (i). 

III.  —  Remarques  au  sujet  des  théories  précédentes. 

Nos  conclusions  sont  subordonnées  à  l'existence  d'une 
solution  complète,  et  dans  ce  paragraphe  nous  admettrons, 
non  seulement  l'existence  d'une  solution  complète,  mais,  ce 
qui  sera  bientôt  prouvé,  l'existence  d'une  solution  générale 
se  réduisant  à  une  fonction  arbitraire  de  Xi,  Xo,  ...,  x^-i 
pour  Xn=  x^'  Mais  nos  raisonnements  supposent  essentiel- 
lement les  dérivées  dont  nous  avons  fait  usage  finies  et  bien 
déterminées;  il  est  bon  d'observer  que,  en  supposant  les  p 
infinis  ou  mal  déterminés,  nos  conclusions  pourraient  tomber 
en  défaut,  et  des  solutions  singulières  pourraient  s'introduire  à 

la   suite  d'hypothèses  telles  que    -^  i=go,  — ^  =  c/d,    .  .  .;  les 

équations  linéaires  elles-mêmes  ne  sont  pas  exemptes  de 
pareilles  solutions,  que  l'on  peut  appeler  intégrales  singu- 
lières de  seconde  espèce ,  en  réservant  le  nom  à^ intégrales 
singulières  de  première  espèce  aux  intégrales  régulièrement 
déduites  des  solutions  complètes,  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 
Il  est  clair  que,  quand  on  connaît  une  intégrale  générale, 
on  peut,  et  cela  d'une  infinité  de  manières,  en  déduire  une 
intégrale  complète,  en  particularisant  la  forme  de  la  fonction 
arbitraire  dont  elle  dépend. 

Toute  intégrale  particulière  contenant  moins  de  con- 
stantes arbitraires  qu'une  intégrale  complète  peut  se 
déduire  d'une  certaine  intégrale  complète  en  donnant 
des  valeurs  particulières  à  des  constantes  de  cette  inté- 
grale complète. 

En  effet,  toute  intégrale  particulière  9  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  0,  en  particularisant  la  forme  de  cette  dernière  ; 
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si  dans  0  on  suppose  Xn  =  -2^"  par  exemple,  cette  fonction  se 
réduira  à  Q*',  en  sorte  que  9  est  la  forme  particulière  que 
prend  0  quand  on  veut  que,  pour  x,i^=^x\^  cetle  solution 
générale  se  réduise  à  9^.  Soient  a,  j3,  .  .  . ,  y  des  constantes 
dont  le  nombre  ajouté  au  nombre  des  constantes  contenues 
dans  9  fasse  n\  la  fonction  0,  déterminée  de  manière  à  se 
réduire  à 

eo  +  o, 

pour^;,  =  ^JJ,  o  désignant  une  fonction  nulle,  par  exemple, 
pour  a,  =  o,  1^2  =  0,  .  .  . ,  sera  une  intégrale  complète  dont  9 
sera  un  cas  particulier,  celui  où  a  =  o,  jS  =  o,  .... 

Nous  allons  maintenant  essayer  de  reconnaître  si  une  inté- 
grale donnée  est  particulière  ou  singulière.  La  méthode  que 
nous  allons  indiquer  est  loin  d'être  rigoureuse,  mais  elle 
permettra  d'affirmer,  dans  certains  cas,  qu'une  solution 
donnée  est  particulière  en  faisant  découvrir  l'intégrale  géné- 
rale. 

Si  une  solution 

est  particulière,  on  la  déduira  d'une  intégrale  complète,  telle 
que 

Tïyj,  nT2,  ...  pouvant  contenir  les  constantes  arbitraires,  en 
faisant  a,  =  «o  ^ .  .  .  =  o,  en  sorte  que  l'on  aura 


ElXi,T.2,    ..  .,   Xn,   0-f-  aiTITi-4-.  .  .,  -7 ^"^1  3 ^•-  •'    ■ 

OU  par  la  formule  de  Taylor,  si  elle  est  applicable, 

[  ^  /       dE        ^m^    âE  dwi    dE  \ 

1  \       c/0         âxi  dpi  dx,i  opnj 

(A)  ^  (       dE        dm.   ÔE  d^i    dE\ 

1        -{-  ailW',  —-  -h  —^ h.  .  .-T-  -;^ ; — 

I  \    '  di)        dxi  dpi  dx,i  dpn  I 

\       -^ =o. 

Le  terme  E  est  nul,  puisque  9  est  solution  de  E  =  o;  les 
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termes  du  premier  ordre  en  «<,  «o^  •  •  •  sont  nuls;  donc 

dE        dwf   dE        dwi   dE    ^         _    ^ 
'  d^        dxi   dpi        dx^  dpi 

pour  que  les  fonctions  tu  existent,  ces  équations  aux  déri- 
vées partielles  linéaires  devront  être  compatibles;  cela  aura 
généralement  lieu,  et  il  faudra  en  outre  que  les  équations 
obtenues  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  d'ordre 
supérieur  en  a^^  a^-,  -  •  •  dans  (A)  aient  lieu  également. 


IV.  —  Application  des  principes  précédents. 

Il  y  a  une  foule  de  cas  dans  lesquels  on  peut  deviner  une 
intégrale  complète   :   considérons,  par  exemple,  l'équation 

(0  Pn=fiPl,P2,'--,Pn-i)'j 

on  y  satisfait  évidemment  en  posant 

(2)  u  —  Uo  =  aiXi-^  a^x^-^  ...-{-  an-xx,i-i-h  cr„f{ai,  ...,a,j_i), 

iiQy  ai,  a2,  .  .  .,  ci,i_i  désignant  des  constantes;  c'est  la  solu- 
tion complète  de  l'équation  (1).  Si  l'on  prend  la  dérivée  par 
rapport  à  Uq,  on  a  i  =  o  ;  il  n'y  a  donc  pas  de  solution  singu- 
lière. Remplaçons  alors  Uq  par  cp(a^,  .  .  . ,  a,i-i)  '-  nous  aurons 

(3)  u  =  aiXi-^...A-aa-iXn-i-hXnf(ai,  .. .,  an)-^o{ai,  .  .  .,  a,i), 

et  «1,  rto,  .  .  . ,  an-i  se  calculeront  par  les  formules  dérivées 
de  celle-ci  par  rapport  à  ai,  a^,  .  .  . ,  a„_i 


(4) 


0^1  -+-  T„ 

àf 
dai 

+ 

day 

=-.0, 

^2  +  a7„ 

àf 

+ 

=  0, 

Considérons  encore  l'équation 

z=px-^qy-hf{p,  q), 
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analogue  à  l'équation  de  Glairaut  on  p  =   —,  q  z=  —-. 
(i)  z^ax-^by^fia,  b); 

est  évidemment  une  intégrale  complète.  Cette  équation  repré- 
sente un  plan,  la  solution  générale  s'obtiendra  en  éliminante 
entre  (i)  et  sa  dérivée 

relative  à  «,  en  y  considérant  h  comme  fonction  de  a.  La 
solution  générale  représentera  donc  une  infinité  de  surfaces 
développables  qui  dépendent  de  la  forme  adoptée  pour  h. 
Enfin  l'on  obtiendra  une  solution  singulière  en  diff'érentiant 
(i)  successivement  par  rapport  à  a  et  6  et  en  éliminant  ces 
variables  entre  (i)  et  ses  dérivées,  ce  qui  fournit  une  surface 
ayant  pour  plan  langent  le  plan  représenté  par  (i). 

En  résumé,  (i)  est  l'équation  du  plan  tangent  d'une  surface 
en  fonction  de  ses  coefficients  directeurs,  et  si  l'on  veut,  il 
en  est  de  même  de  l'équation  proposée.  La  solution  singu- 
lière, la  plus  importante,  est  l'équation  de  la  surface  en  ques- 
tion, et  la  solution  la  plus  générale  est  représentée  par  toutes 
les  développables  circonscrites  à  la  surface  en  question, 
puisque  ces  développables  sont  des  enveloppes  quelconques 
du  plan  tangent  à  cette  surface. 

L'équation 

dans  laquelle  H  désigne  une  constante,  s'intègre  assez  faci- 
lement comme  il  suit.  Posons 

a^  désignant  une  constante  arbitraire,  cette  équation  peut 
être  considérée  comme  aux  dérivées  ordinaires,  et  l'on  peut 
supposer  que  l'on  en  ait  tiré 

L.  —  Traité  d'Analyse^  VI,  4 
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l'équation  (i)  deviendra  alors 

Posant  encore 

«2  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire,  on  en  tirera 
pour  u  une  valeur  telle  que  11.,=^  02{^2)^  et  la  formule  (2) 
donnera 

fiiPz,  OC^)^...-\-fn{pn,  ^«)=  H  — «1— «2; 

enfin  l'on  aura  u,j  =  (^ri{^n)i  en  désignant  par  11,1  la  fonction 
qui  satisfait  ^fn{pny  «^/z)  =  H  —  a^  —  a^  —  •  •  .  —  cLii-\-  Con- 
sidérons maintenant  la  fonction 

u  =  i^j  -1-  i/2  -f- . . . -T-  W/t  H-  const. 

Si  dans  (i)  on  porte  cette  valeur  de  u^  comme  ^^25  •  •  •  5  «/?  «e 

contiennent  pas  x^,  /?,  se  réduira  à  j-^^/iPi^  X\)  se  réduira 

à  «,,  etc.,  et  l'équation  (i)  sera  satisfaite. 
L'équation 

f\{PU   ^1)+  ?l(/?l,   ^0/2  (/?2,   iî^2)  =  H 

se  résoudrait  d'une  façon  analogue. 


V.  —  Application  géométrique. 

Problème.   —   Trouve j-  une  surface  dont  les  normales 
rencontrent  une  courbe  fixe. 

Soient  a,  [3,  y  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
fixe  et  x,y.,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  dont 

la  normale  passe  en  a,  p,  y;  en  posant  —  =  jo,  -r—  =  ^,  on  a 

37  — a -f-/?(^  — Y)  =  o, 
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a  et  ^  désignant  des  fonctions  données  de  y;  ces  deux  équa- 
tions équivalent  au  fond  à  une  équation  unique  aux  dérivées 
partielles  dont  on  a  une  solution  en  posant 

(1)  (:^_a)2  4-(7-p)2-f-(;;-Y)2^R2, 

R  désignant  une  constante  ainsi  que  v  et,  par  suite,  ainsi  que 
a  et  p.  Cette  équation  constitue  une  solution  complète  de 
la  question  ;  en  supposant  R  fonction  de  y  et  en  éliminant  y 
entre  cette  équation  et 

(2)  (;r-a)a'  +  (j^-?)?'-!-(^-Y)=.RR', 

on  aura  la  solution  générale  du  problème.  L'ensemble  des 
deux  équations  (i),  (2)  représente  l'enveloppe  d'une  sphère 
dont  le  centre  décrit  une  courbe  donnée.  En  supposant 
R  z=  const.,  on  a  une  surface  canal. 


VI.  —  Quelques  équations  intégrées  par  Euler. 

Considérons  l'équation 
(1)  ^=pq, 

où 


_  dz  _0z 

On  a 


dz  =pd.r  -^  q  dy 
OU  bien,  en  vertu  de  (i), 


dz  =  —  dx  -f-  q  dy  ; 
on  en  déduit 


dy  =  -^  —   ^dx  =  d(-)~-^dx-\ 2  dq  ; 

-^         q  q'  \qj        q^  q^ 


on  en  tire 
d 


(^-  ^)=  -  ^1  ^^-^  f.  ^^^  =  ^i  i-d^^dq). 
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donc 

par  suite,  F  désignant  une  fonction  arbitraire, 

(2)  Y  —^  r=.Y{q  —  x), 

donc 

d{y--^  =  Y\q-x)d{q-x\ 

donc 

(3)  ^=F'(^-^). 

En  éliminant  q  entre  (2)  et  (3),  on  a  la  solution;  mais  ceci  a 
besoin  d'être  vérifié,  car  on  ne  saurait  affirmer  que  F  soit 
arbitraire.  Considérons  les  équations 

y-\  =F(a-^), 

^4=F'(a-.r), 

et  cherchons  à  quelle  équation  différentielle  satisfait  :3  quand 
on  élimine  a.  A  cet  effet,  considérons  a  comme  défini  par  la 
seconde  équation;  on  aura,  en  différentiant  la  première, 

p        z  doL       _, ,  ^  f  dy. 

a        a.^  dy  dy 

remplaçant  F' (a  —  jc)par^jona 

I  —  —  =  0  ou         a.  —  q\ 

a.  ^ 

on  en  conclut  par  l'élimination  de  a 

z^  pq. 
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Considérons  encore  l'équation  xy  =  pq  :  si  l'on  pose 


on  a 


ou 


donc 


P      y 

X         q 


dz=  pdx  ^  q  dy  —  vxdx  -\-  ^  dy^ 

\     -1  IV  J  \  '1  -iv^ 

\  1  IV  J  \1V^  1  J 


VX^  V2 

•1  IV 

L'élimination  de   v  entre  ces  équations  donnera  l'intégrale 
cherchée. 


VII.  —  Forme  simple  à  laquelle  on  peut  toujours  ramener 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Ktant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre 

dans  laquelle  x  est  la  fonction  inconnue,  ety?<,/>2;  •  -  '  y  Pn 
sont  les  dérivées  relatives  aux  variables  x^,  X2,  .  .  .,  jc,,,  on 
peut  toujours  la  remplacer  par  une  autre  qui  ne  renferme 
plus  explicitement  la  fonction  inconnue  x,  mais  seulement 
ses  dérivées. 

Première  méthode.  —  On  désignera  par 

(2)  <p(a^,  X^,  X2,  ...,  ^«)=  c 
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une  intégrale  de  (i)  renfermant  une  constante  arbitraire  c;  on 
en  déduira 

d(D       d(^  (?cp        do 

si  l'on  tire  /?,,  /?2,  ...  de  là  pour  les  porter  dans  (i),  on 
aura 

(3)  /(^„  a;,,...,  xn,  ^,  --_.-,  -  ^--  .  -,  .  .  .j  =o, 

cette  formule,  par  définition  même  du  mot  intégrale,  doit 
être  une  identité,  si  l'on  y  suppose  x  remplacé  par  sa  valeur 
déduite  de  (2).  En  d'autres  termes,  elle  a  lieu  quel  que  soit  c, 
et,  par  suite,  en  remplaçant  c  par  une  fonction  arbitraire; 
cela  revient  à  dire  qu'elle  a  lieu  quel  que  soit  œ,  et,  par  suite, 
elle  est  actuellement  identique.  Or  cette  équation  (3)  est  une 
équation  aux  dérivées  partielles  par  rapport  à  cp,  qui  ne 
contient  pas  cp  autrement  que  par  ses  dérivées.  Quand  cp  sera 
connu  (et  nous  apprendrons  à  le  calculer)  en  l'égalant  à  une 
constante,  on  aura  une  intégrale  de  (i). 

Cette  méthode  déjà  exposée  à  propos  des  équations  li- 
néaires a  l'inconvénient  (bien  faible  il  est  vrai)  de  laisser 
échapper  les  solutions  qui  ne  renferment  pas  de  constante 
contrairement  à  notre  hypothèse.  [Dilucidationes  {Crelle, 
t.  23).] 

Deuxième  méthode.  —  Jacobi  a  présenté  une  autre 
méthode  qui  n'est  pas  soumise  au  même  inconvénient.  Voici 
en  quoi  elle  consiste.  [A^o^^a  methodus  {OEuçres  de  Jacobi) 
et  Vorlesungen  ueber  Dynamik.^ 

Posons 

(4)  u  =  tX,         X  =  -  u, 

t  désignant  une  nouvelle  variable,  nous  aurons 
ff..  dx  I    du  du 


ÉQUATIONS    QLELCO.NOl  IS     MX     DÉRIVÉES    PARTIELLES.    55 

donc  X  et  ses  dérivées  s'exprimeront  en  fonction  des  dérivées 
de  la  fonction  w,  et  l'équation  (i)  prendra  la  forme 

./  Ou     I    du  I    Ou  \ 

W  est  clair  que  toute  solution  de  l'équation  (i)  peut  être 
représentée  par  -  et  satisfera  à  (6);  mais,  comme  M.  Bertrand 

l'a  observé,  la  réciproque  n'aura  pas  lieu  et  toute  solution  de 

(6)  ne  satisfera  pas  à  (i)  quand  on  l'aura  divisée  par  tj  ce 
dont  on  peut  se  rendre  compte  en  observant  que,  pour  satis- 
faire à  (i),  -  doit  être  indépendant  de  t.  Si  d'ailleurs  -  est 

indépendant  de  /,  il  satisfera  à  (i). 

On    a   répondu    à   l'objection,    fort   juste    d'ailleurs,    de 
M.  Bertrand.  Soit 

(7)  Il  =  ^(Xi,  X2,    .  ..,  Xn,  ^,  t) 

une  solution  de  l'équation  (6)  :  dire  que  11  =  ^  est  une  solu- 
tion de  (6),  c'est  dire  que  l'on  a  identiquement 

c'est-à-dire  quels  que  soient  JCi,  jCo,  .,,jXnelt.  Cette  rela- 
tion, ayant  lieu  quel  que  soit  tj  aura  encore  lieu  si,  à  la  place 
de  t,  on  met  une  fonction  quelconque  des  autres  variables  ou 
même  une  constante  arbitraire;  elle  aura  donc  lieu,  en  parti- 
culier, si  l'on  suppose  t  défini  par  l'équation 

/Qx  à^  du 

(8)  -=^         ou        ~=^; 

ceci  revient  à  dire  que  si  de  (7)  on  tire  «,  après  y  avoir  rem- 
placé t  par  sa  valeur  tirée  de  (8),  cette  valeur  de  u  satisfera 

encore  à  (6),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  remplaçant -r- 

par  ^,  à 

j./  \    du  \    du\ 
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d(^ 


Mais  -  -r —  est  alors  égal  à  — ^^ — ~  etc.,  et  l'équation  (i)  est 

satisfaite;  donc,  en  résumé,  étant  connue  une  intégrale  (-y) 
de  (6),  pour  en  déduire  une  de  (i),  on  déterminera  t  par 
l'équation  (8).  Si  l'intégrale  de  (6)  se  présente  sous  la  forme 

on  éliminera  t  entre  cette  équation  et 

âF       dF 

du        dt 

après  avoir  remplacé  u  par  tx. 

VIII.  —  Intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
quelconque  du  premier  ordre. 

Nous  pouvons,  comme  nous  l'avons  vu  au  paragraphe  pré- 
cédent, faire  disparaître  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles la  fonction  inconnue  elle-même  :  cela  fait,  nous  pou- 
vons supposer  l'équation  résolue  par  rapport  à  l'une  des 
dérivées;  ainsi  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  pourra  toujours  se  ramener  à  la  forme 

(1)  ^   =  f{^^  ^U  ^2,    •  .-,  ^«;/>l,  />2,    "■,  Pn)i 

U  désignant  la  fonction  inconnue  des  variables  x,  x^ , 
X2^  .  .  • ,  Xn,  ^^  P\i  P2y  '  '  •■)  Pn  ses  dérivées  relatives  à  ^p 
X2,  .  .  ' ,  x,i',  alors /sera  une  fonction  quelconque  de  x,  x^, 
X2j  .  .  . ,  Xfiy  Pi ,  /?2,  '  »  '■)  pn  ne  contenant  pas  u. 

L'équation  (i)  sera  intégrée  si  l'on  peut  découvrir  pour 
Pi  5  /?2?  .  . . ,  />/i  et  w  des  fonctions  telles  que  l'expression 

(2)  pidxi-i-p^dx^-h.  ..-^ Pndxn-hfdx 

soit  une  différentielle  exacte;  l'intégrale  de  cette  différen- 
tielle sera  alors  la  fonction  w. 

Pour  résoudre  le  problème  qui  nous  occupe,  changeons  de 
variables,  et,   désignant  par  a,,    ao,   .«.,   a/^  des  fonctions 
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actuellement  indéterminées  de  x,,  ^27  •  •  •  ?  ^«  et  x,  consi- 
dérons ^,,  x^^  ...,  j:„  comme  fonctions  de  x  et  de  a,, 
ao,  ...,  a,i.  Ces  quantités  seront  nos  nouvelles  variables. 
Demander  que  l'expression  (2)  soit  une  différentielle  exacte, 
c'est  demander  que  l'on  ait  à  la  fois 

■/, 


du 
dx 

dxx             dx^ 
=  P'  dœ     '  P'  dx     '■■ 

dx„ 
•■  +  /'"  dx 

du 

d-Xi 

dxx             dx<^ 

=p'd.,-^p^d.:^- 

dXn 

■■-^P-'-do:, 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  comprises  de  i  à  /i;  ou,  plus  sim- 
plement, si  l'on  convient  de  représenter  par  un  â^les  différen- 
tielles prises  en  faisant  varier  j:  seul  et  en  laissant  a,,  ao,  .  .  . , 
a„  constants,  et  par  un  ô  les  différentielles  prises  en  laissant 
X  constant  et  en  faisant  varier  a,,  a2,  .  .  . ,  a^j,  c'est  demander 
que  l'on  ait  à  la  fois 

(3)  du  —  ps^dxx-^ p<idx<i  — . .  .-\-pndxn  -^fdx, 

(4)  Zu  =  piÙXy^  p^OX^—.  .  .-r-priOXn- 

Soient  w*^,  /?J,  p\^  .  .  .,  /?^^,  x\^  x\^  .  .  . ,  x^^  les  valeurs  de  u 
Pi 7  P2f  '  •  •■)  Pm  ^\ y  ^-2,  •  •  •  5  ^n  pour  X  ^^  x^ ^  CCS  valcurs 
seront,  bien  entendu,  des  fonctions  de  a, ,  ao,  .  .  . ,  a„.  L'équa- 
tion (3)  est  équivalente  à 

(5)  ur=uO-^  I      {pidxi-^...-i-pndxn-^Jdx), 
et  l'on  tire  de  celle-ci 

Ui  =  ou^  ^   I     {opidxi^. .  .-i-opndxn-r- piodxi-i-. .  .-hpn^dXfi-hùJdx) 

ou  bien,  en  intégrant  par  parties, 

ou  =  oaO-f-/>i8^i  +  ...-h/?«oa7„— />?Sa7Ç  — ..  .  —  p^ox^t 

-^    j  0/?i  dxi  -4-  ...  -4-  BpfidXn  —  dpi  Zxi  —  ...—  dp  a  IXn 

,    I  àf  ^  df  ^  df  ^  df  ^      W 
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On  voit  par  là  que  les  formules  (2)  et  (3)  seront  satisfaites 
toutes  deux,  si  l'on  prend 

(7)  OU^rr.p0^x'(-^...-hp^^^xf, 

et  si  l'on  annule  la  quantité  placée  sous  le  signe   /  dans  la 

formule  précédente  (6),  11  se  calculant  d'ailleurs  parla  formule 

(5).  Or  on  pourra  annuler  la  quantité  placée  sous  le  signe  / 

dans  (6),  en  posant  séparément  égal  à  zéro  le  coefficient  de 
chaque  différentielle  ^x^,  8:^0,  .  .  -,  8/»^,  8/?2>  •  •  •;  on  aura 
ainsi  le  système  suivant  d'équations  dites  canoniques  : 

dxi  -h  V—  dx  =  o,         dp,  —  -r—  dx  =  o, 
ôpi  '  axi 

dx^  -+-  -~-  dx  =  o,         dp2  —  \—  dx  =  o, 
dp2  0x2 


)u  encore 

> 

l   dx,  _        df 
\   dx             dpi  ' 

dp,  _   df 

dx         dxi  ' 

8) 

<   dx^              àf 
1    dx  ~        dp2 

dp,  ^   d£^ 
dx        dx. 

Adjoignons  à  ces  équations  la  formule  (3)  qui  donne  du  : 
supposons  ces  équations  intégrées;  les  constantes  d^inté- 
gration  seront  des  fonctions  de  fx^^y,^)  •  •  • ,  ^n  ]  nous  suppo- 
serons l'intégration  effectuée  de  telle  sorte  que  pour  x  =  ^" 


on  ait  x^  =  x^,  x.2  =  xl,  .  .  . ,  u  =:  u^,p\  =  P%  p-i  =  pl 


—  X ^  ,  X2  —  .3^25 

.  .  . ,  u 

erons 

U^  =  TJ5ixl   Xl,     . 

•  •  7  "^  Il  l") 

dm 

,  .  .  .  , 


{9)  \      ^        dm  ^         dm  ^  _    dm 

P"~d^,' 

puis  entre  les  intégrales  de  (8),  (3)  et  les  formules  (9), 
nous  éliminerons  x^^,  xl^  ...,  jc,^^,  />J,  ...,  />)),  u^  \  nous 
obtiendrons  ainsi  des  équations  qui  feront  connaître  les 
p  et  la  fonction  u,  de  sorte  qu'en  éliminant  aussi  les  p, 
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on  au?  a  a  et  cela  sous  une  forme  telle  qu^elle  se  réduira 
à  TZ!(Xi,  x-y,  .  .  . ,  ûOri)  pour  X  =  x^. 

En  effet,  en  posant  les  formules  (9)  et  en  éliminant  jc", 
jc!!,  .  .  . ,  /?j,  /?îî,  .  .  .,  u^,  on  sait  que  l'on  obtient  pour  u,  p^, 
Pi-,  •  '  1  Pu  des  fonctions  qui  pour  x  ^=  x^  se  réduisent  à 
Ts{x^,  X2,  .  .  . ,  x„)  et  à  ses  dérivées  (p.  19).  En  second  lieu, 
les  fonctions  u,  p^,  .  .  .,  p,i  ainsi  déterminées  satisfont  au 
système  (8),  (3),  bien  entendu,  puisque  ce  sont  des  intégrales 
de  ce  système,  et  comme,  en  vertu  de  (9),  on  a 
(7)  o,,o^^o  3^0  _^...  ^^05-^0, 

la  formule  (6)  se  réduit  à 

c'est-à-dire  à  (4);  or  (9)  est  une  conséquence  de  (3)  déjà  véri- 
fiée, donc  (3)  et  (4)  sont  aussi  vérifiées;  en  d'autres  termes, 
l'équation  (1)  est  intégrée. 

Plus  généralement,  intégrons  le  système  (8),  (3)  de 
manière  que  pour  x  =  x^  on  ait  xi  =  x^,  Pi  =  p^  ,  a  =^  u^, 
posons 

(10)  0  _    ^  0  _   _^^ 

entre  les  équations  et  les  intégrales  de  (8),  (3),  éliminons 
/>,,  /?2,  ...,  u\  p%  pi,  ...,  pI,  ^?,^?^,,  ...,  ocl,  nous 
avons  encore  une  intégrale  de  (i)^  moins  générale  que  la 
précédente,  mais  qui  se  réduira  à  m  (xi,  xi^t ,  •  -  -,  x^)  pour 

X  X    ,   X\   X ,  1    .  .  .  ,   Xi f  X .- _ ,  . 

Si  entre  les  intégrales  de  (8),  (3)  on  élimine  p^^,  .  .  ., 

p"  et  /?<,  /?27   •  •  •?  Pnj  la  résultante  fera  connaître  u  en 

fonction  de  x\^x\,  ....  ^J),  u^  et  de  Xs^x^-^  . .  ,,x,i\  ce  sera 

une  solution  complète  de  (i)  renfermant  les  constantes 
^0      0  0 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  supposer  p^  z=  a, ,  .  .  . ,  pJJ  =  a,i  ; 
oxj  :=  o,  .  .  . ,  ùx^  =  o  ;  l'équation 
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est  satisfaite  et  les  intégrales  de  (8)  et  (3)  feront  alors  con- 
naître Uy  les  œ  et  les  p  en  fonction  des  p^  r=  y.;  l'élimination 
de  ces  p^  =  ol  fera  alors  connaître  u  et  les  p,  ou  a  seul  si 
l'on  élimine  aussi  les  p  en  fonction  des  arbitraires  œ^^^  ...  et 

Malheureusement  ce  dernier  procédé  est  illusoire  dans  des 
cas  très  nombreux,  par  exemple,  toutes  les  fois  que  l'équa- 
tion (i)  est  homogène  en  p^^  p.y-,  .  .  . ,  -p?  parce  que  alors 
(3)  du=  pidxi  +  . .  .-^fdx 

peut  s'écrire 

du  df  j. 

mais  y*  étant  homogène  et  du  premier  degré,  il  reste 

du 

l'une  des  intégrales  du  système  (8),  (9)  est  alors  u  =  const., 
l'élimination  des  po  est  alors  impossible;  mais,  si  l'on  désire 
une  intégrale  complète,  on  peut  la  trouver  en  donnant  une 
forme  particulière  avec  n  constantes  arbitraires  à  la  fonction  ïït 
et  en  appliquant  la  première  méthode. 

J'ai  dit  que  cette  dernière  méthode  tombera  souvent  en 
défaut,  et  en  effet  on  obtient  une  équation  homogène,  quand, 
partant  d'une  équation  qui  contient  la  fonction  inconnue 
elle-même,  on  cherche  à  la  faire  disparaître  en  la  remplaçant 
par  une  autre  fonction  cp  telle  que  cp  =  const.,  soit  une  inté- 
grale de  l'équation  proposée. 

Nous  allons  maintenant  faire  une  application  de  nos  mé- 
thodes. 

IX.  —  Application. 

Intégrer  l'équation 

dz 

ou 

dz  dz 
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Il  faudra  poser 

dx  _  dy  _  dp  _  dq  _ 
q  p  o  o  ' 

on  en  dcduira 

\p=p^,         q  =  q^,         x  =  x^-^q^{t  —  t^), 
Si  l'on  pose 

uo  =  m^Xo,yo),        P'=^o^        "^        dy^' 
on  aura  «,  en  éliminant/)*^  et  q^  p,  q^  x^  ei y^  entre 

i<  =  37?o^o(^  — /o)  +  ^(^o,7o), 

dvs  „        drs 

p»  = 

et  les  formules  (i 


^       dx^'        ^' ~  dyi 


X.  —  Premier  perfectionnement  apporté  à  la  méthode  précédente. 

On  peut  intégrer  l'équation 

(i)  F(^i,  372,  ...,a7„;/?i,/?2,  .•••/?«)  =  o, 

dans  laquelle  F  est  fonction  des  variables  ^i,  JCo,  . .  .,  jc,,  et 
des  dérivées  de  la  fonction  inconnue  u  de  ces  variables 

du  du  du 

^'=Ar;'        P'=dF,'         ■■■'        P"=dF,' 

lorsque  u  n'y  enlre  pas.   sans  avoir  besoin  de  la  résoudre 
d'abord  par  rapport  à  l'une  des  dérivées. 

En  effet,  supposons  théoriquement  l'équation  (i)  résolue 
par  rapport  k  pn  et  mise  sous  la  forme 

(2)  Pn=f{0CuXi,  ...,Xn\P\,Pl,  •■,Pn-l)- 
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On  intégrera  cette  équation  :  i°  en  posant  les  équations 

dpj^  _  ^/  don  _  _  ^/ 

lix,i        dxi'         dx,i  dpi 

(3)  i  '■="-■ 

du  =  2,  Pi  ^^i  +  fdXn  ; 

^"  en  les  intégrant  de  telle  sorte  que,  pour  Xn^=x\^  on  ait 
:r/=  x]^  pi^=^p]^  u  =  u^\  3*^  entre  les  intégrales  et 


£)tïT 


(4)  mO=t5t(j?;0,  ...,:rO_i),        /^^       aa^Q- 

on  éliminera  M»,  JC^,  ...,^,';_,,/>",  ...  ,/>J)_i,/?n/^2,  ...,p«-o 
et  la  résultante  fera  connaître  ;<.  Le  théorème  des  fonctions 

T     •  1         •  1       /    \  1  \  '    '     '  àf       ^f  ^Pn 

implicites  permet  de  tirer  de  (i)  les  dérivées  —■>  t^  ou  ■^■, 
-p^  en  les  portant  dans  (3),  les  formules  peuvent  s'écrire 


dpi 

àF 

dF 

dXi 

dF 

ÔF 

dXn  ~ 

dxi 

àpn 

dx,i 

"dp, 

'  àpn 

du 


^PidXi-i-pndXn\ 


mais,  p„  étant  censé  tiré  de  (i),  il  faut  adjoindre  (i)  à  ces 
équations  qui  peuvent  s'écrire 


(5) 


—  dpi 

_   —dp2    _          _   —  dpn    _ 

t    ^I 

m 

\dxj                        \dXn) 
dx^_                          dXn 

\àp^)                         \dpn) 

du 

dF             dF 

d¥ 

^'   dp^         ^-  d/?2 

^"  ipn 

Ces  équations  sont  équivalentes  à  (3),  mais  il  ne  faut  pas 
oublier  d'y  adjoindre  F  =  o,  d'où /?„  est  censé  tiré;  enfin 

nous  y  avons  ajouté  pour  la  symétrie  le  membre      .^".  ?  qui 

\àXn} 
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fournit  une  équation  rentrant  dans  les  autres,  en  vertu  de 
l'équation  clF  =  o,  ou 

dF   ^  âF    ^  ÔF    ,  ÔF    ^ 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  les  numérateurs  et  les  dénomi- 
nateurs des  rapports  (5)  multipliés  par  des  facteurs  évidents. 
Ainsi  :  Pour  intégrer  l'équation  (i),  on  formera  les 
équations  (5),  on  les  intégrera  de  telle  sorte  que  pour 
jc II  —  .27..  on  aie  oc \  —  ce. ,  oc-^  ■ — -  oc,^^  .  .  .  ^  0Cif_^  —  ^n^t  > 
/>,  =/?J,  .  .  . ,  /?«_,  =/?J5_j,  u  =  u^,  en  se  sentant  de  F  =  o 
pour  éliminer  pn  [et  en  observant  que  le  système  (5)  est 
surabondant];  après  quoi  on  éliminera  entre  les  inté- 
grales et 

duj  „        dîs  „  drn 


P2  =  âz:ô' 


dx%'  '        ^"-^      dx%_, 

les  x^,  u*\  les  p^  et  les  p.  La  résultante  fournira  alors 
pour  u  une  fonction  qui  pour  x,i  =  orJJ  se  réduira  à  une 
fonction  Tn(^,,  Xo,  .  .  . ,  Xn-\)  des  autres  variables. 


XI.  —  Second  perfectionnement  de  la  méthode  précédente. 

Considérons  maintenant  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles quelconque,  pouvant  contenir  la  fonction  inconnue. 
Soit 

(i;  F(Xi,  Xc^,    ...,  Xn\  X,  P\,  Pi,    •..,  Pn)  =  0 

cette  équation,  dans  laquelle  F  est  une  fonction  donnée  de 
la  fonction  inconnue  x^  de  ses  variables  x^j  X2^  .  .  .,  ^/j,  et 

des  dérivées  p,=:  ^^,  . . . ,  p„=  £-^, 
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Pour  intégrer  l'équation  (i),  nous  poserons 

I 

U  =^  tX  ou  X  —   -   M, 

du  _  dx  _       _  '    ^^  . 

'dt  ^  ^'         dx'i'~  ^^^  7  dXf' 

cette  équation  deviendra 

^    ^  _^  /  du     \    du  ï    du\ 

(.)  F(^x„x„...,x„,  ^-,--^-,  ...,-^j  =  o. 

Si  nous  parvenons  alors  à  intégrer  cette  nouvelle  équation,  de 
telle  sorte  que  sa  solution  soit  de  la  forme  tx,  x  ne  contenant 
pas  if,  X  sera  l'intégrale  de  l'équation  (i)  :  c'est  ce  que  nous 
allons   essayer  de   faire  (p.   54).  A.  cet  effet,  posons,   pour 

1      ,  au  du  ,, ,  ^-        r   \     ->  '      • 

abréger,  ---  =  ^,  —  ^=  qt'^  1  équation  (i)  s  écrira 

(3)  ^Uu  X^,   ..,,  Xn;q,^    Çi,...,  ~  qn)=0. 

Posons  encore 

pour  intégrer  (3),  il  faudra  poser,  d'après  le  paragraphe  pré- 
cédent, 
/  F=o, 

)  _  ^îl  —       —  _  ^Ijt  — ^^^^ 

^4)         Xi  x„  -p,gi  +  ...+  p„^„ 

I  tdxi  tdxn       dt  tdu 


et  Tune  de  ces  équations  est  une  conséquence  des  autres; 
F  =  o  seule  doit  être  forcément  conservée.  Il  faut  intégrer 
ces  équations  de  telle  sorte  que  pourri  riz  jc J  on  ait  ^2  =  -^^ ,  •  • . , 
Xn  =  x\^  u  =  u^j  q2^=  q?,,  .  .  . ,  qn  =  q^^  t  =  t^  -^  après  quoi 
l'on  posera 

/   u^  =  w(xl  ...,^0), 

(5)  \      ,        dr. 
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et  l'on  éliminera  les  ^,  les  q^,  les  x^  et  u^.  Je  dis  que  Ton 

peut  faire  en  sorte  que  u  =  tx,  x  étant  indépendant  de  t. 

En  effet,  changeons  de  variable  et  posons  pour  intégrer  le 

système  (4)         ^-' 

qi=tpi\ 

ce  système  deviendra 

F=o, 

—  dpi      _        _       —  dpn  —  dq 


X,4 

-/>iX 

dx, 
Pi 

X, 

+/>«x 

dx„ 

Pi/>i4- 
dt 

~  tx~ 

...-hP 

«/?/i 

^i* 

^(Pi/^i 

-H.. 

.-+-P«/>«)  + 

X^r^ 

ou 

encore 

F=o, 

1  ^ 

-dpx 
-^Pi 

X 

_          _        —  dpn 

dt        dxi 
tX         Pi 

— 

^^ 

(6) 

^iP 

dXn 
~~    P« 

> 

.  .+  P„/?„ 

<it«  —  d{qt)  =  0. 

On  intégrera  ces  équations,  de  telle  sorte  que,  pour^,  =  ^^ 
J^f  se  réduise  à  ^J*,  «^  à  u^  elpi  à  pj  ;  il  faudra  ensuite  éliminer 
7,  les  x^,  les  /?<>,  u^  et  les  />  entre  les  intégrales  et 

(7)  u'>  =  mixl,  ...,x%),        P'it'  =  ^^o' 

On  peut  dès  à  présent  éliminer  q;  il  suffît  de  remarquer  que 
de  du  =  <^i{iq)  on  tire  -  =  ^,  et  le  système  (6)  peut  êlre 
remplacé  par  le  suivant  où  l'on  n'a  pas  écrit  -^y 

F  =  o, 

—  dpx      _        _      —dpn      ^  \t  ) 

Xi-^PlX  Xn-i-pnX  ~~   PijDi-h...-4-  P„/?„ 

dxi  dxn 

"""pT  "=••"?"' 

et  les  calculs  conduiront  à  une  valeur  de  -  indépendante  de  t 
L.  —  Traite  d'Analyse,  VI.  5 
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que  l'on  peut  appeler  x,  si  l'on  remplace  l'arbitraire  u^  par  —  ;. 
on  ser  aconduit  à  la  règle  suivante  : 

Pour  intégrer  l'équation 

formez  les  équations 

¥  =  0, 

dpi        _       _  dpn         _  dx 

_  dxi  _        _  o?^„ 

intégrez-les  de  telle  sorte  que  les  constantes  d'intégration 
soient  des  valeurs  particulières  x\^  .  . ,  />J,  ...  des  varia- 
bles, puis,  entre  les  intégrales  et  les  équations  suivantes 
oii  Tïï  est  une  fonction  arbitraire 

éliminez  les  />,  les  p^,  les  x^  vous  aurez  l'intégrale  géné- 
rale cherchée.  Elle  se  réduira  àTn{x2,  .  .  . ,  Xn)pour  ^^  =  ^J. 

Tel  est  le  résultat  auquel  Cauchy  était  parvenu  en  1819, 
mais  par  une  voie  un  peu  différente  que  nous  indiquerons 
plus  loin. 


XII.  —  Étude  des  équations  canoniques.  Théorème  de  Jacobi. 

Nous  avons  vu  que  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

se  ramenait  à  l'intégration  des  équations 

(,)  P  +  f=o,        p-f=o. 

dx        dpi  dx        axi 
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Ces  équations  (qui  sont  celles  du  mouvement  en  Mécanique), 
ont  reçu  le  nom  adéquations  canoniques  ;  elles  jouissent  de 
propriétés  curieuses  dont  l'étude  fera  l'objet  de  ce  para- 
graphe et  des  suivants. 

Première  propriété  :  Théorème  de  Jacobi.  —  Quand 
on  connaît  une  intégrale  complète  u  de  Inéquation  aux 
dérivées  partielles,  (i)  renfermant  les  n  constantes  arbi- 
traires a,,  ao,  .  .  . ,  oL/i  (^outre  celle  qui  doit  y  entrer  sous 
forme  additive)^  on  peut  en  déduire  les  intégrales  des 
équations  canoniques  (2),  ces  intégrales  sont 

du  du  du 

<^^  ^-P^'         -dl,'-^"         •■-         d^=^«' 

j3,,  ^25  •  •  M  ?n  désignant  de  nouvelles  constantes. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  faire  voir  qu'en 
éliminant  les  constantes  entre  (3),  (4)  on  retombe  sur  les 
équations  canoniques.  A  cet  effet,  observons  que,  si  l'on 
désigne  par  un  d  une  différentielle  relative  à  la  seule  variable 
X,  et  par  un  0  une  différentielle  prise  en  faisant  seulement 
varier  a,,  a,,  .  .  . ,  a,, ;  ,3,,  jSo)  •  •  •  >  ?«?  on  aura 

(5)  d  ou  —  0  du; 

or  on  a 

(  6  )  dou  =^dpi  oxi  -^  "V  />/  0  dxi  ; 


du  \^  du   dxi 


du=^  3--  dx  -\-y^  3^  ^—  dx 
dx  Jkmk  dxi   dx 
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OU  bien,  en  vertu  de  (i)  et  (3), 

du=fdx  +^/?/  -^  dx, 

odu=2,  1)  ^^^  dx  -\-2,  -^  ^Pi  dx  -\-2,  ^Pi  —f-  dx  +  /^Pi  ô  dxi. 
Comparant  cette  formule  avec  (5)  et  (6),  on  a 

Celte  formule  a  lieu  quels  que  soient  les  ùxt  et  les  8/?/,  car 
oa,,  8a2j  ...;  S^o  Sp2)  •••  sont  arbitraires;  il  en  résulte 
que  les  coefficients  de  ^Xi  et  Zpi  sont  nuls,  ce  qui  fournit  les 
équations  canoniques;  donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Considérons  V équation 

oii  h  est  une  constante  arbitraire  :  si  Von  en  connaît  une 
solution  renfermant  n  —  i  arbitraires  a,,  aa,  .  .  .,  a„_,  et 
/i,  les  intégrales  des  équations 

(8)  ^^ÈL^o         iEl-^^o 

dx        dpi         '  dx        dxi 


seront 


(9) 


En  effet,  v  étant  une  solution  de  (7),  u^=  v  —  hx  sera  une 
solution  de 


./  du  du  \       du 


et 


d(u  —  hx)_  d{u  —  hx)  d(u—/ix) 

—d^^r~-P''    •••'    — d^i —  =  ^''    — dh — =^^«' 

ou  les  équations  (9)  seront  des  intégrales  de  (8). 
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Les  théorèmes  de  Jacobi  ne  sont  pas  seulement  curieux, 
ils  ont  rendu  d'immenses  services  à  la  Science.  Les  équa- 
tions du  mouvement  en  Mécanique  se  ramènent  le  plus  sou- 
vent à  la  forme  canonique,  et,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
l'équation  aux  dérivées  partielles  est  plus  facile  à  intégrer 
que  les  équations  canoniques  qui  lui  correspondent.  Pour 
faire  une  application  du  théorème  de  Jacobi,  considérons  les 
équations  canoniques 


dx                   dy 

9 

X^' 

dz           r 
'         dt        x^y^  ' 

dp        çrs           r"- 
dt~'  x^  ^  X^J^' 

dq           r^              dr 
dt-x^y^'         dt-""' 

veWes-p,  -^ 

)    — 

r        q           r^         r- 

r-^»  -^  H — r^»  -^-^'  0  sont 

x^y^    x^       x^y'-    x^y^ 

les  dérivées  de  la  fonction 


Pour  intégrer  ces  équations,  il  suffira  d'avoir  une  intégrale 
complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 


où 

du 


I 

x~^ 

q'-^ 

=  — 

■ih, 

» 

q  = 

du 

r 

du 

~  dz 

Or  il  est  facile  d'avoir  cette  intégrale  en  posant 
a,  p,  désignant  des  constantes,  on  en  retire 


U  =   OLZ-+- 
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et  les  intégrales  des  équations  données  seront 


du 

dx=p^ 

du 

d^  =  ^^ 

du 

du 

du 

dh~~ 

ol' ,  P',  T  désignant  de  nouvelles  constantes. 


XIII.  —  Cas  où  le  théorème  de  Jacobi  est  en  défaut. 

Conservons  les  notations  et  le  numérotage  des  formules  du 
paragraphe  précédent.  Il  est  clair  que  le  théorème  de  Jacobi 
ne  sera  plus  applicable  si  les  équations  (3)  et  (4)  ne  per- 
mettent pas  de  calculer  les  p  et  les  x  en  fonction  des  a  et  des  p, 
en  d'autres  termes,  si  le  système  (3),  (4)  est  incompatible  ou 
indéterminé;  on  ne  pourra  plus  en  effet  considérer  les  ùx  et 
les  8/?  comme  arbitraires  et  les  formules  (2)  ne  sont  plus  des 
conséquences  forcées  de  (6 bis). 

Voici  un  exemple  du  cas  que  nous  venons  de  signaler  : 
Je  suppose  que  des  équations  canoniques  (2)  on  puisse 
déduire  des  intégrales  ne  contenant  ni  les  p  ni  les  />^,  valeurs 
des  p  pour  x  =  x^.  Soient  ^J,  x^,,  ...  les  valeurs  de  Xi, 
X2y  .  .  . ,  pour  X  =  x^  :  on  dL  vu  que  l'on  pouvait  trouver  une 
solution  complète  de  (i)  en  éliminant  les  p  et  les  p^  entre  les 
intégrales  de  (2)  et 


i^O 


Jf      (pidXi-h.  .  .^PndXn-hfdx). 


Je  dis  que,  cette  solution  complète  étant  connue,  on  ne  peut 
pas  lui  appliquer  le  théorème  de  Jacobi.  En  effet,  différen- 
cions l'équation  précédente  par  rapport  aux  constantes  ^J ,  . . . , 
/?j,  ...  ;  nous  aurons,  comme  on  l'a  déjà  vu, 

8a  =  Smo  +  V /?  dx  —  \p^ 8^0  —  f^{dp  Sa;  —^pdx-^  If  dx ). 
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Si  l'on  suppose  les  équations  canoniques  satisfaites  elùu^  =  o, 
on  aura 


6x0, 


(1)  Bii=^pox—^pOl 

d'où  l'on  déduira,  comme  conséquences  des  équations  cano- 
niques, si  les  ^x  et  les  ox^  sont  arbitraires, 

du  _  du  _    ^ 

et  par  suite,  ces  équations  sont  les  intégrales  des  équations 
canoniques.  Mais,  s'il  existe  des  relations  entre  les  x  et  les 
x^j  c'est-à-dire  s'il  existe  des  intégrales  des  équations  cano- 
niques ne  contenant  pas  les/?  ni  les  p^,  cette  conclusion  sera 
inexacte;  on  peut  tourner  la  difficulté.  Soient,  par  exemple^ 

^i{Xi,  072,  ...,  or\,  xl,  ...)=o, 

•]>2{Xi,X2,    ...,X%xl,    ...)=0, 


^A-(^l,   ^2,    .-.,  ^î,   ^l,    •••) 


k  relations  entre  les  x  et  les  x'^  faisant  partie  des  intégrales 
des  équations  canoniques,  et  supposons  qu'il  n'existe  pas 
d'autres  relations  entre  les  x  et  les  x^  :  on  aura 


O'h.^    .^"■'^'i.o 


(  2  )  {    Jmd  dx  Â^  dxO 


jZi  dx  ^^  ~^  2^dx 


En  éliminant  k  des  variations  ojp,  oj;*^  entre  (i)  et  (2),  on 
pourra  égaler  à  zéro  les  variations  restantes;  cette  élimina- 
tion peut  se  faire  par  la  méthode  des  multiplicateurs,  et,  en 
appelant  1,,  Xo,  .  .  . ,  ).a  des  indéterminées,  on  aura 

du  ^     d^^        .     d^<i_  __ 

du  .       .     d'hi        .     d^i 

l'élimination  des  \  fournira  des  intégrales  des  équations  cano- 


72  CHAPITRE    II. 

niques;  ces  intégrales  jointes  à  «j^i  =  o,  t];2=  o,  ...  consti- 
tueront le  système  complet  de  ces  intégrales. 

XIV.  —  Sur  une  application  du  théorème  de  Jacobi. 

Le  théorème  de  Jacobi  permet,  étant  donnée  une  intégrale 
complète  de  l'équation 

/  \  du        , 

(■)  r.  =^' 

d'en  déduire  une  intégrale  se  réduisant  pour  x  =  x^  k  une 
fonction  donnée  de  x^^  x^,  . .  .,  Xn-  En  effet,  de  cette  inté- 
grale complète  on  déduit,  comme  on  l'a  vu,  au  moyen  de 
simples  différentiations,  les  intégrales  des  équations  cano- 
niques d'où  l'on  déduit  l'intégrale  demandée  de  l'équa- 
tion (i). 

Il  est  clair  que  cette  conclusion  est  exacte  lors  même  que 
la  solution  complète  ne  donne  pas  explicitement  u  :  eu  effet, 
si  elle  se  présente  sous  la  forme 

F(m,  371,  ...,  ai,  ..  .)  =  o, 

les  équations  (3)  et  (4)  du  paragraphe  précédent  qui  font 
connaître  les  intégrales  des  équations  canoniques  seront 
remplacées  par  les  suivantes 

d¥  d¥ 


d¥_  d¥_ 


qui  leur  sont  équivalentes. 


XV.  —  Théorème  de  Donkin  et  de  Poisson. 

Nous  ferons  souvent  usage  d'une  notation  introduite  par 
Poisson  et  qui  simplifie  l'étude  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  Nous  poserons 


ÉQUATIONS    QUELCONQUES    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES.    78 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

L'intégration  des  équations  canoniques 

dx  dpi*  dx        dxi 

peut  se  ramener  à  celle  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
suivantes,  où  cp  désigne  la  fonction  inconnue, 

dx        âxi  dpi        dp  Y  dxi        dx^  dp^        dp^  àx^ 
c'est-à-dire,  en  vertu  des  notations  (i), 

(3)  S  =(/•?)' 

si  donc  a  est  une  intégrale  des  équations  (2),  on  aura 

!  =  (/-)' 

et,  si  cette  intégrale  ne  contient  pas  ûc,  on  aura  (/,  a)=:o. 
Cette  formule  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  remar- 
quable dû  à  Poisson  et  que  nous  allons  démontrer. 

Dans  la  suite  nous  emploierons  la  locution  «  l'inté- 
grale a  »  au  lieu  de  «  V intégrale  a  =  const.  »  pour  abréger 
le  langage. 

Théorème  de  Donkin.   —   Si  l'on  pose 

(4)  (?,  T)  =  «,         (ï,  a)=6,         (a,  p)=c, 
on  aura 

(5)  (a,  a)-(?,  6)H-(Y,  c)  =  o; 

en  effet  l'on  a 

(a,  a)H-(?,6)  +  (Y,c) 

_^/  dx    da         doL    da\       ^  j  d'^    db         d'^    db  \ 
~~ ^\dxi  dpi        dpi  dxi)      ^\dxi  dpi       dpidxt) 
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ou,  en  remplaçant  <2,  6,  c  par  leurs  valeurs  (i). 


^ydxi  dpi^\dxj  âpj        âpj  dxj / 


c>/>/  ^a7/^\(^iPy  dpj        dpj  dxj  )  \ 
+ 

—  V  /  ^*       ^^^       ^ï         ^    ^^       ^^T      _    à^      à-^^      ^ 
~~  ^\dxi  dxjdpi  dpj        dxi  dxj  dptdpj        dxt  dp i dpj  dxj 

dXi  dpj  dpidxj        dpi  dxidxj  dpj 

doc     d^       à-2y  da_      ^2^       â^         da^  d'^      à^'^ 

dpi  dXj  dpjdxi       dpi  dxidpj  dxj       àpi  dpj  dxtdxj ^ 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  tous  les  termes  de  cette 
expression  se  détruisent  deux  à  deux.  Prenons,  par  exemple, 

le  terme  -z — -^ —  -r^  ~-;  il  entrera  dans  le  développement  de 

OpiOp j   OXi   OXj 

(p,  b)  et  dans  celui  de  (y,  c);  dans  le  premier  développement 

le  coefficient  de  -r^  sera  positif,  dans  le  second  celui  de  -r-^ 

dxi  ^  '  dXj 

sera  négatif;  nos  deux  termes  se  détruiront  donc. 

c.  Q.  F.  D. 

Théorème  de  Poisson.  —  Soient  à  et  ^  deux  intégrales 
des  équations  canoniques  ou  de  (3),  on  aura  (si  aucune 
d'elles  n'est  égale  à/) 

(«)  ê  =  (/->.    i  =  (/.3). 

Si  l'on  pose 

(7)  (a,  P)  =  c, 

on  aura,  par  le  théorème  de  Donkin, 

[a,  (?,/)]  +  [?,(/,«)]  +  [/,  («,P)]  =  o 
ou,  en  vertu  de  (6)  et  (7), 
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ce  que  1 

l'on 

peut  écrire 

d 
dx 

(?,«) 

+(/,  • 

ou  encore 

de 

■Tx-^ 

(/,  o 

ou 

de 
dx  ~ 

--{f,c] 

ce  qui  montre  que  c  est  une  solution  de  (3)  (pouvant  se 
réduire  à  une  constante  déterminée  ou  une  intégrale  des 
équations  canoniques)  :  on  en  conclut  le  théorème  de  Poisson. 
Si  la  quantité  a  était  précisément  la  fonction  y,  quoique 
f=:  const.  soit  une  intégrale  des  équations  canoniques,  on 

n'aurait  pas  -p  =  (/,  c),  (a,/)  serait  cependant  nul  si  la  fonc- 
tion a  ne  contenait  pas  x  explicitement;  on  a,  en  effet, 

et 

•(/,  a)  =  o, 

si  a  ne  contient  pas  x  explicitement. 

Mais,  avant  de  formuler  le  théorème  de  Poisson,  observons  : 
1°  que  la  quantité  c  =  (a,  ^)  peut  très  bien  se  réduire  à  une 
constante  proprement  dite  et  satisfaire  à  l'équation  (3)  qui 
admet  de  telles  solutions;  pour  cette  raison,  (a,  P)  ou  c  ne 
devra  pas  être  considérée  comme  faisant  connaître  une  inté- 
grale nouvelle. 

2"  La  quantité  (a,  ^)=c  pourra  très  bien  n'être  qu'une 
fonction  de  a,  ^  ou  d'intégrales  déjà  connues.  Ainsi,  pour  la 
double  raison  que  nous  venons  de  donner,  le  théorème  de 
Poisson   n'aura  pas  l'importance  que  Jacobi  paraissait  lui 
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attribuer.  Quoi  qu'il  en  soit,  le  théorème  de  Poisson  pourra 
être  utile,  fournir  même  des  intégrales  nouvelles,  et  n'en  est 
pas  moins  un  des  plus  beaux  théorèmes  du  Calcul  intégral. 
Nous  l'énoncerons  de  la  façon  suivante  : 

SioL  et  ^sont  deux  intégrales  des  équations  canoniques, 
V expression  (a,  ^)  se  réduira  à  une  constante  quand  on 
cherchera  à  l'exprimer  en  fonction  de  x  seul. 

Quand  les  équations  canoniques  sont  celles  du  mouvement, 
l'expression  (a,  p)  ne  varie  pas  avec  le  temps. 

La  démonstration  qu'on  vient  de  lire  n'est  pas  celle  de 
Poisson,  et,  avant  que  Donkin  ait  fait  connaître  son  théorème, 
Cauchy  avait  déjà  donné  une  démonstration  très  simple  du 
théorème  de  Poisson. 


XVI.  —  Théorèmes  de  Lagrange  et  de  Cauchy; 
nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Poisson. 

Reprenons  les  équations  canoniques 

^   '  dx  dpi^  dx        dxi' 

si  nous  appelons  a,,  â2,  .  •  -,  ^211  les  constantes  qui  entrent 
dans  les  intégrales  de  ces  équations,  on  pourra  considérer 
les  a  comme  fonctions  des  x  et  des  />,  ou  les  p  et  les  x  comme 
fonctions  des  a.  Nous  poserons  alors  avec  Lagrange 

alors  on  aura 

(3)  [a/,  a/]  =0; 

nous  ferons  toujours  avec  Poisson 

(4)     (-^•'«y)--(«y'«^-)=2-(^^-^^J' 
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et  nous  aurons 

(5)  (a,,  a,)-o. 

Théorème  de  Lagrange.   —  Les  quantités  [a/,  ay]  sont 
constantes,  c^ est-à-dire  indépendantes  de  x. 

En  effet,  en  considérant /comme  fonction  des  a,  on  a 

OU,  en  vertu  de  (i), 

doLi       jmd  \  dx    dii  dx    dOLi  j  ' 

on  en  déduit,  en  différentiant  par  rapport  à  ay. 


_d\f 
dx, 


^V  y/  d^Xk    dpk        d'^pk    dxh\ 

idoLj  ^d\dxidxj    dx         docidoLj    dx  J 

"^  /  dxk  _à^  dp/c  _  âpk    à     dxk  \ 
~^  ÂêL  \  ôcLi  doLj    dx         ôoLi  âoLj    dx  J 


Permutons  dans  cette  formule  les  lettres  i  et  y,  puis  sous- 

travons-en  la  nouvelle  formule  ainsi  obtenue;  nous  aurons, 

1  .  à     dpi  d    dpfc 

en  observant  que  v-  — f-  =  -j — ^"'  •  •  •  ' 


doii    dx         dx  doLi 


0=       y /<).rA-    d    dpk        dpk    d    dxk\ 
^id  \  doLi  dx   doLj        dxi   dx   dxj  / 

^mà  \  âxj  dx   dxi         doLj  dx   dxi  J  ' 


ce  qui  peut  s'écrire 

dx  jmà  \  doLi    dxj        âocj   dxi  / 
OU,  en  vertu  de  (2), 


^  r  1 
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c'est-à-dire 

[a^-,  ayj  =  const.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  de  Cauchy  .  —  On  a 

(a/,  ai)[ay,  aj]  ^  ,         •   •_   • 

-+-(a/,  a2)[ay,  a2]+...-i-(a,-,  a,,)[ay,  «„]=       \^^')7-' 

En  effet  on  a,  d'après  les  formules  suivantes,  démontrées 
dans  la  théorie  du  changement  de  variables  (p.  21 3,  t.  I) 

~  dui    dp^        doi2   àp^~^'"        doifi  dp^ 

^    ^  '  do(.i   dp^    '     doi.2    dp^  "!"•••        ^^^^   ^^^ 

_dp^d^        dp^   dx2  àp^^  docn, 

~~  da.1   dx^         doLi   dxy        '''        doL/j,  dxy' 

on  a  aussi 


Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  -~^ ,  la  seconde 
par  -y^,  •  •  •  et  ajoutons  :  nous  aurons,  en  vertu  de  (6), 


(=c,,a,)^+(oc,,.,)^+...=  g^; 


on  aurait  de  même 


dx^  dx^  dcti 

(a„a0-^^(a.-,a2)^^-+...^-^. 

Multiplions  la  première  de  ces  formules  par  -~ ,  la  seconde 
par  -~-;    retranchons,    faisons    dans    l'équation    résultante 
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u  =  I,  2,  3,   .  .  . ,  n  et  ajoutons  les  résultats;  nous  aurons 

(a/,  a,)[ay,  ai]-K(a/,  a2)[ay,  a,]-!-... 

dxi   dccj  ~^  dxi   docj       "  '   '    dp  y   d<Xj  ~^  dp^  ôxj       *  "  *' 
c'est-à-dire 

(a/,  a,)[ay,  ai]-f-(a,-,  a2)[ay,  a2]-4-..  •=       o  si  ï*<''*^' 

G.   Q.   F.   D. 

Théorème  de  Poisson.  —  Le  théorème  de  Poisson  est  un 
corollaire  des  théorèmes  de  Lagrange  et  de  Cauchj;  en  effet, 
si  les  [a/,  ay]  sont  constants,  d'après  les  formules  de  Cauchy, 
les  (a/,  ay)  le  seront  aussi.  D'ailleurs,  le  déterminant  des 
équations  de  Cauchy  ne  peut  être  nul;  en  effet,  si  l'on  appelle 
D  le  déterminant  des  quantités  [a/,  ay]  et  A  celui  des  quan- 
tités (a^,  ay),  les  équations  de  Cauchy  montrent  que  l'on  a 
(en  vertu   de   la   règle   connue  pour   la   multiplication  des 

déterminants) 

DA  =  1; 

donc  ni  D  ni  A  ne  sont  nuls  identiquement. 

C'est  en  vue  d'établir  le  théorème  de  Poisson  que  Cauchy 
avait  démontré  ses  formules,  et  cela  dès  i83i,  dans  un 
Mémoire  lithographie  tiré  à  un  très  petit  nombre  d'exem- 
plaires. C'est  dans  ce  Mémoire  qu'il  a  mis,  avant  Hamilton, 
les  équations  de  la  Dynamique  sous  la  forme  canonique, 
improprement  appelée  hamillonienne. 

XVII.  —  Application  du  principe  du  dernier  multiplicateur. 

Le  principe  du  dernier  multiplicateur  s'applique  très  bien 
aux  équations  canoniques 

dx  _  dxi     _       _     dpi     _ 

\^7  \axil 
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OU  à  réqiiation  aux  dérivées  partielles 


d 
dx 


u       "S^  /  au    df         du    df\_ 
X      ^  \  ôpi  dxi        dxi  dpi  j  ~ 


le  multiplicateur  M  de  cette  équation  est  donné  par  la 
formule 

S-2é("S-2é("f, 

et  Ton  voit  immédiatement  qu'en  prenant  M  =  i ,  on  satisfait 
à  cette  équation  : 

Donc,  quand  on  connaît  toutes  les  intégrales,  moins 
une,  d^un  système  d'équations  canoniques,  la  dernière 
peut  toujours  s'obtenir  par  des  quadratures, 

nouvelle  propriété  des  équations  canoniques  sur  laquelle 
Jacobi  a  attiré  souvent  l'attention  des  géomètres,  et  qui  a  été 
découverte  par  lui. 

Remarque.  —  Si  la  fonction /ne  contient  pas  x^  il  suffira 
de  connaître  toutes  les  intégrales  qui  ne  contiennent  pas  x 
moins  une,  pour  avoir  cette  intégrale;  ainsi  dans  ce  cas,  il 
suffira  de  connaître  toutes  les  intégrales  moins  deux,  pour 
avoir  ces  deux  dernières. 


XVIII.  —  Constantes  canoniques  de  Jacobi. 

Nous  avons  fait  observer  que  le  théorème  de  Poisson  ne 
fournissait  pas  toujours  une  intégrale  nouvelle;  nous  allons 
faire  connaître  un  exemple  remarquable  de  constantes  qui, 
combinées  ensemble,  ne  fournissent  pas  d'intégrales  nou- 
velles. 

Théorème  I.  —  Soit  u  une  fonction  de  Xi,  x^-,  .  .  . ,  Xu  et 
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de  n  constantes  arbitraires  a,,  ao,   .  . . ,  a^  :  si  l^on  pose 

(■>  Ji-r^''     Si;  =  -?'■' 

on  pourra  calculer  les  quantités  ol  et  ^  en  fonction  des  p 
et  des  X  ou,  vice  versa,  les  p  et  les  x  en  fonction  des  a  et 
des  p  ;  5/  Von  désigne  par  un  d  les  dérivées  prises  par  rap- 
port aux  variables  p,  x  et  par  un  0  celles  qui  sont  prises 
par  rapport  aux  variables  a,  p,  on  aura  pour  le  change- 
ment de  variables  les  formules  suivantes 


I  _^  _  o£,-  f/S/  _       Zpj 

(•0 


dxj        53/ 


doii  _        oxj  d'^i  ^  oxj  ^ 

dpj~~Wi'         ^J~^i' 

011  obtient  ces  équations  en  différentiant  les  formules  (i)  par 
rapport  aux  xi  et  aux  pi  et  par  rapport  aux  a  et  aux  (B  et  en 
éliminant  les  dérivées  secondes  de  la  fonction  u.  Si,  dans  la 
première  des  formules  (i),  on  suppose  i  =  i,  2,  3,  .  .  . ,  et  que 
l'on  différentie  les  formules  ainsi  obtenues  par  rapport  à  Xk 
avec  la  caractéristique  d^  on  trouve 


(3) 


r^2  U              d'-u 
dxidxk        dx^da.^ 

d(Xi  (Pu  d'Xi 
dxii        àxiô(X2  dxj. 

1  dxiâx/,    '    dxodxi 

dzi           à- Il      doi=> 

dx/,-         i)x=>'Jy..2    (I.r;^ 

o. 


on  a,  de  même,  en  différentiant  par  rapport  -a pi  avec  la  carac- 
téristique d 

I      d^u     dxi  Pj(      r/a2  _ 

l  dXidoiy  dpi        ii'-y'iy.,  dpi 

(4) 


0-iL      f/ai  O-a     doL^i  _ 

dx/ôxi   dp/       dxidzi  dpi 


L.  —  Traité  d'Analyse,  VI. 
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En  difFérentiant  avec  la  caractéristique  o  les  dernières  for 
mules  (i)  par  rapport  à  ajj,  et  pv?  on  trouve 


(5)       {      d'^ii  d^ii     Bxi  d-u     ^x^ 


(6) 


d^  Il      ùXi  d^  u      ^x^  à^  u     dx-i 


.  =  —  I 


Multiplions  les  équations  (3)  par  ^-i)  ^^?  •••)  et  ajoutons-les 
en  tenant  compte  de  (5);  on  a 

d'^  u      ùXi  d'^  u      ^x<2 

dxidxk  ^x^        dx2dxk  ^a^ 

d^  il      doix  à-  Il      dy.^ 


docidx^^  dxk        doL^da.^  dx^ 

ce   que  l'on  peut  encore  écrire,  en  ajoutant  et  en  reIran- 
chant  -7 — : — > 

dX/cOCL^ 

8      du    _     d      du 
ùa.k  àx^        dx^  5a/,. 

OU  bien,  en  vertu  de  (i), 

^P^  ^       d'^k . 
8aA-  dx^' 


c'est  l'une  des  formules  (2).  Si,  au  lieu  de  multiplier  les  for- 

ùx^     8a"9  1  1   •    1-  S-2^1     0^2 

T — y  ^^y  '  •  •)  on  les  multiplie  par  — -,  — -;  • .  -, 

8aM    oun  ^         ^        0%     0% 


mules  (2)  par  ^?  ^,  •  •  •>  on  les  multiplie  par 
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el  si  on  les  ajoute,  en  ayant  égard  à  (6),  on  a 

c'est-à-dire 

c'est  encore  une  des  formules  (2).  En  opérant  sur  (4)  comme 
sur  (3),  on  trouve  les  deux  dernières  formules  (2). 

Théohème  II.  —  Si  les  variables  p,  x,  1,  ^  sont  liées 
entre  elles  par  les  formules  (i),  on  aura 

l  {ai,  ccj)  =  o,         (3/,  Py)  =  o, 

P       '    '-'  I     I    SI   l=J. 

En  effet,  rappelons-nous  que 

■   "'^^-    Zà[dx^dp^       dp^dvj^ 
si  Ton  fait  alors  usage  des  formules  (2),  on  a 

il  en  résulte  que,  si  iyj\  le  résultat  est  nul;  si,  au  contraire, 
i=J-,  le  résultat  est  égal  à  un. 

Les  autres  formules  (7)  se  démontrent  avec  la  même 
facilité. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  appliquait  aux  équations  cano- 
niques la  méthode  d'intégration  de  Jacobi  du  §  XII,  les  con- 
stantes trouvées  par  ce  procédé  feraient  tomber  en  défaut  le 
théorème  de  Poisson. 

On  a  donné  aux  constantes  qui  satisfont  aux  relations  (7) 
le  nom  de  constantes  canoniques. 
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Si  l'on  considère  les  intégrales  des  équations  canoniques, 

dxi  df  dpi         df 

dx  dpi  dx  ~  dr/' 

il  est  facile  de  démontrer  que,  si  l'on  appelle  x\  et  p\  les 
valeurs  de  xi  et  pi  pour  x  =  x^,  les  constantes  ^J  et/»,-  seront 
canoniques.  Soit  par  exemple 

(8)  p^i  =  o{Xi,  X^,    ...,  X,pi,P2,    ■■'), 

si  l'on  fait  x  =  Xq,  on  a 

(9)  pf=o{x%xl,  ...,v^,plpl  ...) 
et  cette  formule  est  identique;  on  a  donc 

Pi=  o{xi,  372,  .-.,  x;,pi,pz,  ...). 
De  (8),  on  tire 


et  pour  X  =  x^ 


ou,  en  vertu  de  (g),  -y-  =  i  ; 
de  même 

àxi         '  dpj  ' 

et,  par  suite, 

{xix])  =  o,  ■  {pip))  =  o,     u?, />;)  =  (),     (^;,K)-.. 

XIX.  —  Méthode  de  la  variation  des  constantes. 

On  a  souvent  besoin   en  Astronomie  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  : 

Les  in  équations  canoniques 

(t)  docj,^_df_  dpi  ^   df 

dx  dpi^  dx        ôxi 
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étant  intégrées  rigoureusement,  on  propose  dUntégrer,  au 
moins  approximativement,  les  équations 


dXi                  df            dK 

dpt  ^   ^f  ^^^ 

dx  ~        ùpi        dpi 

dx        dxi        dxi  ' 

^  dx  ~~       ôpi        ôpi 

dans  lesquelles  R  est  généralement  petit  par  rapport  à  f. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  désignerons  par  a, , 
a2,  .  .  .,  a^;  (3^  poi  •  •  «j  P«  les  intégrales  des  équations  (i) 
et  pour  la  commodité  nous  supposerons  aussi  pi  ■=z  a/^< ,  .  • . , 
p„=ra2«,  et  dans  les  équations  (2)  nous  prendrons  pour 
variables,  à  la  place  de  ^<,  x^-^  . .  . ,  x,i^  p\,  pi-^  • .  . ,  Pii->  les 
fonctions  a,,  ao,  .  .  . ,  a,,,  [b,,  p2?  •  •  •  j  ^n- 

Nous  aurons  alors 

dx        dxi    dx  ~^  âx^    dx       '  '  '       âpi    dx       *  '  '  ' 
de  cette  équation  et  de  ses  analogues  on  tire  les  -^  et  les  -^ 
et.  en  les  portant  dans  (2),  le  changement  de  variables  se 

trouve  effectué;  cela  revient  à  éliminer  les  — ^  et  les  -j-^  entre 

dx  dx 

(2)  et  (3).  Cette  élimination  peut  se  faire  en  tirant  ces  quan- 
tités de  (2)  pour  les  porter  dans  (3),  ce  qui  donne 


d^  _  _àxi^  fdf_        ^\_^/i/        ^ 

dx  ~       dxi  \àpi        ôpx)       dx^  \^Pi        ^P% 

àoLi  f  df_        d^\        d^  (  df_        d^ 


Si  dans  cette  formule  on  fait  R  =:  o,  -7-^  est  nul;  car,  a/  étant 

da  • 

une  intégrale  de  (1),  -^  est  la  dérivée  d'une  constante;  on  a 

donc 

^a;    df  doLi    df 

oXi  opx  opi  âxi 

et,  par  suite,  l'équation  précédente  se  simplifie  et  devient 

d7i  _  V  /  àocj   dK         doci   dR\  ^ 
^^^  dx  ~~2i\dpj  dxj       dxj  dpj )  ' 
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or 

dR  _  dR  doci  dR  doc^ 

dpj        d<Xi  dpj  doc^  dpj 

dR  _  dR  doci  dR  doc^ 

dxj        dccx  dxj  do.^  dxj 

Portant  ces  valeurs  dans  (4)  et  faisant  usage  de  la  notation 
de  Poisson,  on  a  successivement 


ou 


<5) 


dx 

2(ë 

d(X.2 

dxj 

da, 
dxj 
doci 
dxj 

doc,\   dR 
dpj)  dcci 
docçi\   dR 

dpj)    dCLç, 

doLi 
ITx 

-■^•- 

a/)  + 

3=2,  a,-)  +  . 

telles  sont  les  formules  dans  lesquelles  se  transforment  les 
équations  (2);  elles  sont  relativement  simples,  parce  que  les 
quantités  (a/,  ay)  sont  indépendantes  de  x. 

Quand  ai,  ao,  .  .  .,  pi,  po,  ...  sont  des  constantes  cano- 
niques, les  formules  (5)  prennent  la  forme  remarquable 

(6)  ^  =  _^,        #^-  ^  ^R. 

dx  dp/  dx        doLi 

Jacobi  arrive  plus  rapidement  à  ces  équations,  mais  nous 
avons  préféré  suivre  la  marche  indiquée  par  Cauchj  qui  fait 
connaître  les  équations  (5)  dont  on  peut  faire  usage  quand  on 
n'a  pas  de  constantes  canoniques  à  sa  disposition. 

En  résumé,  pour  intégrer  les  équations  (2),  on  appliquera 
la  méthode  de  Jacobi  (§  XII)  à  l'intégration  des  équations  (i), 
ce  qui  fournira  un  système  de  constantes  canoniques  a,  [^; 
après  quoi,  l'on  formera  les  équations  (6),  auxquelles  on 
appliquera  encore  la  même  méthode,  s'il  le  faut,  dans  le  cas 
où  la  fonction  R  pourrait  se  décomposer  en  deux  autres  K^ 
«t  R2,  l'intégration  de  (6)  étant  simplifiée  par  la  substitution 
de  Ri  à  R,  et  ainsi  de  suite. 
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XX.  —  Théorème  de  M.  Bertrand. 

M.  Bertrand  a  montré  que,  étant  donnée  une  intégrale 
quelconque  ai  des  équations  canoniques,  il  en  existait  tou- 
jours in  —  I  autres  ao,  a3,  .  .  . ,  ao,,  donnant  les  relations 

(21,22)=!     et    (ai,ai)=:o     pour     i'^i. 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  les  suivants, 
également  dus  à  M.  Bertrand  : 

Théorème  I.  —  Si  les  intégrales  a/,  ay  sont  telles  que 
{oLi,  fxj)  soit  fonction  de  a/  et  ay,  il  existera  une  intégrale^ 
fonction  de  a/,  ay,  telle  cjue  (a/,  y)  =  i . 

En  effet 
mais,  Y  étant  fonction  de  a/  et  ay,  on  aura 
ou 
Si  l'on  veut  que  (a/,  y)  =  i ,  il  suffira  de  résoudre  l'équation 

OÙ  (a/,  ay)  est  donné  en  fonction  de  a/  et  de  ay. 

Théorème  II.  —  Il  existe  toujours  une  intégrale  p  qui, 
combinée  avec  V intégrale  donnée  a,,  fournit  la  relation 

En  effet,  soient  a2,  ag,  .  .  . ,  ao^  des  intégrales  distinctes,  on 
devra  avoir 
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et  si  l'on  avait,  en  outre, 


Ô7.X  diX2        àoci  dy.z 

o, 


"  ^\âxi  dpi        dpi  dxi 

(«1,    CC3)=:  2^' 


dXi  dpi        dpi  dXi 


à(cci,  a2,   ...,  CC^ri)  •  i        i        1 

et,  par  suite,  ^-7 — ^ — =  o,  puisque  toutes  les 

r-  d{xi,  X2,  ...,  pi,p2,  ...)  '  ^       ^ 

dérivées  de  a,   ne    sauraient   être   nulles^   les  fonctions  a,, 

0L.2,  .  .  . ,  ao/i  ne  seraient  pas  alors  distinctes. 

Théorème  III.  —  -Etant  donnée  l'intégrale  cf.^,  il  en 
existera  toujours  une  autre  p,  telle  que 

En  effet,  soit  a2  une  intégrale  distincte  de  a< ,  et  soit  (a, ,  as  ) 
une  nouvelle  intégrale  que  nous  appellerons  ag  ;  soit  (a,,  à;j) 
une  nouvelle  intégrale  que  nous  appellerons  a/,,  etc.;  a,, 
0L2,  .  .  . ,  a/t  ne  sauraient  être  indéfiniment  de  nouvelles  inté- 
grales, et  nous  supposerons  a;^=:Tn(a,,  a2,  ...,  ^k~\)-  Soit 
n(a,,  a2,   .  .  . ,  ^k-{)  i^ine  fonction  de  a,,  7.2,  .  .  . ,  a^_i,  on  a 


^     ''   ^        Zà\dXi   dpi  dpi    dXi) 


2[ 


VdoLx  /du  doci    ^     âU  da^  dU   âock 

dxi  \doLx  dpi  ~^  dy.2  dpt       '  '  '       doc;,,  dpi 

du   .  ^  du     ^ 

=  __(a„a,)  +  ...H-^^(a„a,_0; 

si  l'on  veut   que   (a,,   H)  soit  égal  à  un,  on  poserc 
du  .  ^  du     . 

ce  qui  revient  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

du  du  du 

-r—  aa  -f-  3—  a4  4- ...  4-   , ayt  =  i. 
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Celte  équation  fera  connaître  II,  qui  est  l'expression  de  l'in- 
tégrale cherchée. 

THÉoKi^.ME  IV.  —  Etant  donnée  une  intégrale  a,,  //  en 
existe  toujours  in  —  i  autres  ao,  ag,  .  . .  ,  a^,/,  telles  que 
l'on  ait 

([)   (ai,  a.,)  =  I,     (ai,  a3)  =  o,     (a,,  a^^o,      ...,     (a,,  a2«)  =  o. 

En  effet,  il  en  existe  toujours  une  ao,  telle  que 

(ai,  a2)  =  I. 

S'il  n'existe  pas  d'intégrale  [^  donnant  (a, ,  [i)  =  o,  il  en  exis- 
tera une   3  donnant  (a,    p)<o;   posons  alors  (a,,   j3)=i=p'; 

nous  aurons 

(ai,  a2-?)  =  (ai,a,)-(ai,  ?); 

comme  (a,,  ao)^  i ,  il  faut  en  conclure  que  (a,,  p)  ou  '^'  est 
différent  de  un,  sans  quoi  (a,,  0.2 —  p)  serait  nul  et  il  exis- 
terait une  intégrale  ^3  =  a..  —  [3,  telle  que  (a,,  y..:^)z=zo.  Posons 
alors  (a, ,  ?)  =  ^J ,  (a, ,  ?')  =  ?",  .  .  . ,  (a, ,  3*-')  =  ?*,  [i*  dé- 
signant  une  fonction  des  intégrales  précédentes. 

On  aura,  en  appelant  y  une  fonction  de  a,,  [5,  ^' ,  .  .  ., 

(ai,  Y)  =  (ai,  ?)^,  ...,         (ai,  p-i)     ^"^ 


d^/^- 


ou 


i-)  (='.,Y)=?'g+...+  ?*5|tî: 

si  l'on  remplaçait  (a,,  y)  par  zéro,  on  aurait  alors  une  équa- 
tion fournissant  une  valeur  de  y,  telle  que  (a, ,  y)  =  o^  il  y  a 
plus,  je  dis  que  l'on  peut  satisfaire  à  toutes  les  formules  (i). 
En  effet,  étant  donnée  une  intégrale  telle  que  (a,;  t^)<o,  on 
arrivera  encore  à  l'équation  (2),  et  l'on  posera 

o  -  S'  ^  -4-  B"  -^  +      -f-  3*  — -^- . 
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11  faut  prouver  que  y  tiré  de  là  sera  une  intégrale  nouvelle. 
S'il  n'en  était  pas  ainsi,  y  serait  fonction , y  des  intégrales 
déjà  trouvées  et  satisfaisant  aux  relations  (2),  et  l'on  aurait 
(a, ,  /)  =  o,  ce  qui  établirait  une  relation  entre  a,  et  ces  inté- 
grales; ces  dernières  ne  seraient  donc  pas  distinctes. 

On  voit  par  là  que  le  théorème  de  Poisson  peut  fort  bien, 
par  la  nature  du  problème  que  l'on  veut  traiter,  ne  fournir 
aucune  intégrale  nouvelle,  quand  on  cherche  à  en  faire  des 
applications. 

Le  théorème  de  M.  Bertrand  permettra  souvent  de  trouver 
une  intégrale  des  équations  canoniques  quand  on  en  con- 
naîtra déjà  une;  c'est  ce  que  l'on  verra  plus  loin,  dans  l'expo- 
sition d'une  méthode  d'intégration  due  à  Jacobi. 


XXI.  —  Sur  une  méthode  propre  à  exprimer  les  conditions 
d'intégrabilité  d'une  expression  différentielle. 

Je  suppose  que  les  quantités />j,  p^-,  •    •,  p,i  soient  liées 
aux  quantités  j;,,  ^25  •  -  -  -,  ^n  par  des  équations  de  la  forme 

a  désignant  une  constante  pouvant  être  bien  déterminée  ou 
arbitraire  :  soient 

<i)  fi=ciy,        f^:^  a,.  ..  .,         fn=  an 

ces  équations.  Cherchons  à  quelles  conditions  doivent  satis- 
faire les  premiers  membres  de  ces  équations,  pour  que 
l'expression 

{2)  pxdxi-\- p^__dX'i-^ . .  .-^ Pndxn 

soit  une  différentielle  exacte  ('  ). 


(»)  On  comprend  toute  l'importance  d'une  pareille  recherche  :  si  la 
question  était  convenablement  résolue,  l'équation  /^  =  a^  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  serait  également  résolue,  parce  que,  alors,  les 
■autres  équations  (i)  feraient  connaître  /?j,  jo^,  . ..,  et  l'expression  (2)  inté- 
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On  sait   que   les   conditions    d'intégrabilité   de    l'expres- 
sion (2),  mises  sous  forme  explicite,  sont  de  la  forme 

et  cette  équation,  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  différentes 

de  i  et  j  moindres  que  /i  -f-  i ,  tient  lieu  de  — équations. 

Différentions  par  rapport  à  Xi  deux  des  équations  (i),  que 
nous  désignerons  par/jj^=  a^^f.,^=  a^  :  nous  aurons 

dxi        dp^   dxi        dpi  dxi~^'"       dp^   dxt  ~    ' 

dxi    '    dpi  dxi        dp  2  dxi^^''       dpn.  àxt 

xMultiplions  la  première  par-f^j  la  seconde  par-r-^,  et  retran- 
^  ^  ^     ùpi  ^      dpi 

chons  :  nous  aurons 


^  _  ^h  àf,        àf^  àf. 


âxi  dpi        dpi  dxi    '    dxi\dpi  dpt        dpt  dpj 

ôxi  \  Opi  dpi        dpi  ()/?2  /  "^  "  •  ' 

si  l'on  fait  successivement  f  =  i ,  2,  3,  .  .  . ,  /i  et  si  l'on  ajoute 
les  résultats  obtenus,  on  a,  en  observant  que  les  coefficients 

de  -^  et  de  -~  sont  égaux  et  de  signes  contraires  et  en  ayant 

égard  à  la  formule  (3), 

y  ('^_àf._^A^\  =  o 

^  \  dxi  dpi        âpi  dxi) 

i 

OU,  d'après  la  notation  de  Poisson  (p.  72), 

(5)  (/!x,/v)  =  0. 

grée  ferait  connaître  la  fonction  u  qui  a  pour  dérivées  /?,,  p^,  ...  et  qui 
satisfait  à/,  =  a;  mais  la  question  qui  nous  occupe  touche  encore  à  d'autres 
théories  très  importantes. 
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D'ailleurs,  si  l'on  pose 

_  dpi       dpj 

l'équation  obtenue  en  ajoutant  les  formules  (4)  pourra 
s'écrire,  abstraction  faite  des  réductions  auxquelles  donne 
lieu  la  relation  (3)  oa/?/y=  o, 


(6) 


Ku.  h ) -^ ZàP'\  dpi  dpj    dpi  dpj 


et  l'on  voit  que,  réciproquement,  si  les  {f^,fv)  sont  nuls,  il 
faudra  en  conclure /?/y  =  o  ;  mais  cette  conclusion  n'est  pas 
rigoureuse,  et  il  resterait  à  prouver  que  le  déterminant  des 
coefficients /7 /y  dans  (6)  n'est  pas  nul  :  c'est  ce  que  fait  Jacobi 
dans  ses  Leçons  de  Dynamique  {^ .  255).  Nous  préférons  cal- 
culer directement  les  ptj  en  fonction  des  [f^,  /v),  comme  il 
suit. 

Soient  n  et  W  deux  fonctions  pouvant  contenir,  outre  les 
variables  x^  /?,  les  quantités  a  fonctions  des  p  et  des  x^  sous 
forme  explicite  ;  nous  aurons 

^     '       ^      ^^\dxi  dpi        dxi  dpij 

_S^\(dn        du  dai        dW  da^  \fdW        dU^  dai            \ 

~~  j^\^\dxi        dai  dxi       da^dxt  "  '  )  \7lpi        da^   dpi       '"/ 

(du        dU_^  \{^K        dU^ôa^            \1 

\dpi        dai   dpi  '  " )  \  dxi  "^  da^  dxt       "  '  j\ 

Dans  cette  formule,  les  d  servent  à  désigner  des  dérivées  par- 
tielles prises  en  regardant  les  x^  les  p  et  les  a  comme  des 
variables  indépendantes;  on  peut  l'écrire  encore 

^    ^^^(n,  n')       ^  du  [dak  dU!       dau  dU!\ 
^    '       '"  ZêÀ  d{xi,  Pi)       ^  dak  \  àxi  dpt        èpt  dxj ) 

i  A-,  i 

1  V^  dW  (dak  du        dak  dU\ 


■1 


dak  \  àxi  dpi        àpi  dxi  j 

(du   dW       du    dU!\.  , 

\da^  da^i      da^^  da^J 


yç\  /  dn  dn' 
P''^'-2d\da^da,- 

dn   dn' 

da.)  da^ 

011  mieux 
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Supposons  que  H  et  II'  soient  les  valeurs  de/?;,  et /?j déduites 
des  équations  (i)  :  on  aura 

(n,rr)  =  (/>.,p.)=g-g=;,„,; 

or  n,  n'  s'exprimeront  simplement  en  fonction  des  x  et  des 
a]  donc  ils  ne  contiendront  pas  les  p  explicitement  et,  par 
suite,  la  formule  (7)  deviendra 

„      _S^(dprdps        dps  dpr\     .      . 

^'-^'-Zy-df-^W^-dT^-df^J^'^^''^'^' 

telles  sont  les  valeurs  des  différences  pr^s  exprimées  à  l'aide 
des  quantités  (/^,  /v)  :  on  voit  donc  que  les  formules  (5) 
entraînent  les  formules  (3)  et  peuvent  les  remplacer. 

Revenons  maintenant  aux  formules  (i).  Nous  avons  dit  que 
les  constantes  a,,  ao,  ...,  cfn  pouvaient  être  ou  des  con- 
stantes déterminées,  nulles  par  exemple;  ou  des  constantes 
arbitraires.  Ces  deux  cas  doivent  être  soigneusement  distin- 
gués. En  effet,  si  les  constantes  a  ne  sont  pas  arbitraires,  les 
formules  (/jj,,  f^)^o  n'auront  lieu  que  si  les  formules  (i) 
servent  à  déterminer  les  p,  tandis  que  si  les  quantités  a  sont 
arbitraires,  les  formules  (f^,  J'y)z=  o  auront  lieu  quels  que 
soient  les  a,  et  par  suite  quand  on  remplacera  ces  a  par  des 
fonctions  arbitraires  des  œ  :  c'est-à-dire  que  ces  formules 
(/[j,,,  /v)  =  o  seront  des  identités. 

Remarque.  —  Les  équations  (/jj.?  /v)  =  o  ne  sont  pas  abso- 
lument nécessaires  pour  que  l'expression  (i)  soit  une  diffé- 
rentielle exacte,  bien  qu'elles  soient  satisfaites  quand  cette 
expression  est  une  différentielle  exacte;  je  m'explique  : 

Supposons,  par  exemple,  les  a  arbitraires;  si  l'on  pose,  en 
général. 
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le  théorème  de  Donkin  (p.  '^3)  donnera 

(/[xv,  yx)+  (/vX,  /[j.)+  (/X[x,  /v)  =  o. 

Supposons  que  l'on  diii  fi^^  o,  fi^  =  o  ;  on  déduira  de  cette 
équation 

Considérons  cette  équation  comme  une  équation  aux  dérivées 
partielles  définissant  /^^;  on  pourra  l'intégrer  de  manière 
que,  pour  ^<  =  x^^,  l'inconnue /jjv  se  réduise  à  zéro,  quels  que 
soient  ^25  •  •  •  >  ^«j  »  •  '  i  Pn  •  alors /j;,v  sera  nul  identiquement, 
n  résulte  de  là  que,  sifi2,fi3,  •  •  •  >/<,«  sont  nuls,  quels  que 
soient .r<,  X2,  .  .  .  ^Xn-, p\:  ■  •  - ,  Pn,  les  équations/i-y  =  o  seront 
aussi  identiquement  satisfaites  si  elles  le  sont  pour  x^  =^x\. 
En  définitive,  pour  pouvoir  affirmer  que  (1)  est  une  différen- 
tielle exacte,  il  suffit  de  savoir  que 

ifuf2),{fujs),"-     (fu/n)    sont  nuls  identiquement 
(A,  A),  '  ■  '     (Aj  Al)    pour  Xi  =  x^ 


{fn-U  fn) pour  ^1  =  X\,  X^  =  X^ 

....    Xfi—i  =  Xn_^. 


XXII.  —  Théorème  de  Liouville. 


Si  Von  connaît  n  intégrales  des  équations  canoniques 
en  nombre  in 

/, )  ^^'  =  _  i^ ,      ^  ^  EL 

^  dx  àpi'  dx        dxi 

et  si  ces  intégrales  ol^,  y-ii  •  •  •>  ^n  satisfont  aux  relations 

(2)  (a/,  aj)=  o, 

,           j      n(7i  —  I  ) 
qui   sont   au    nombre    de  -^ -1    on  pourra   toujours 

achever  V intégration  au  moyen  de  simples  quadratures. 
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En  effet,  les  équations  (2)  expriment  que  les  valeurs  des  p 
déduites  des  intégrales  connues  rendent  l'expression 

une  différentielle  exacte  du.  Or,  si  l'on  considère  l'équation 
aux  dérivées  partielles 

.3,  /(i^,  ...,x„*,,  ...)  =  /,, 

et  que,  à  la  place  de  v,  on  y  substitue  la  fonction 

"  =    /  (/^l  dXi^..  .^pn  dXn  ), 

on  aura 

f{Pi,  Pli    ...,  ^1,   d72,    ...)=  Ih 

ce  qui  est  une  identité  que  l'on  déduit  des  formules  (i)  en 
multipliant  la  première  par  dpt,  la  seconde  par  dxi,  en  les 
retranchant,  en  ajoutant  les  résultats  et  en  intégrant. 

Ainsi  les  valeurs  des/?  tirées  de  (2)  fournissent  une  fonc- 
tion u  renfermant  n  constantes  arbitraires  a,,  ao,  ...,  aL,i 
outre  celles  que  l'on  peut  toujours  introduire  par  simple 
addition,  et  cette  fonction  u  satisfait  à  (3).  En  vertu  du  théo- 
rème de  Jacobi  (p.  QQ)^  les  intégrales  des  équations  cano- 
niques seront  donc 

=  -hi      ••-.      ^s;:i;  =  -?«-" 

du 
=  P„  ...,  d^,  =^'" 


a  désignant  une  nouvelle  constante;  de  plus,  les  constantes 
d'intégration  seront  canoniques.  (Nous  supposons  que,  parmi 
nos  n  constantes  a,  figure  l'intégrale  toujours  connue /=  h.) 
Le  théorème  de  Liouville  fournit  donc  un  exemple  du  cas 
dans  lequel  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
lielles  précédera  celle  d'un  système  canonique.  Lé  théorème 


du   _         ^ 

du 

au: 

<)u 

du 
dx<2. 

au 
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de  Liouville  trouve  son  application  dans  les  deux  problèmes 
les  plus  importants  de  l'Astronomie,  à  savoir  l'étude  du  mou- 
vement des  planètes  et  l'étude  du  mouvement  d'un  corps 
solide  qui  présente  un  point  fixe. 


XXIII.  —  Réduction  d'un  système  quelconque  à  la  forme 
canonique. 

La  forme  canonique  peut  être  donnée,  comme  l'a  fait  voir 
Liouville,  à  un  sj'stème  quelconque  d'équations  différentielles. 
Considérons,  par  exemple,  le  système 

,   ^  ^         dxx        dxt  dXn 

Al  A2  A,i 

dans    lequel  X<,  Xo,    ...    désignent  des   fonctions  de   x<, 

^21  •  •  •  7  -^Vn  ^'  Posons 

V  =  a?^  Xi  -f-  ^2  ^2  -+-  •  •  •  -+-  ^/i  X«> 

et  définissons  les  variables  ^', ,  .  .  . ,  x^  au  moyen  des  équa- 
tions 


,    ,   dx\             dY           dx',             OY 

(  ^  )   "F--  =  —  1 —  '         —r^  =  —  1 —  » 
dx             oxi            dx              0x2 

dx;,              ÙY 
dx              àx,i 

Les  formules  (i)  pourront  s'écrire 

dx^  _  dY           dx2  _   dY 
dx         ôx\             dx         dx'^ 

dXn           ÔY 

dx         oXfi 

Le  système  (2),  (3)  est  alors  de  la  forme  canonique  ;  mais  cette 
transformation  du  système  (i)  dans  le  système  (2),  (3)  sera 
rarement  avantageuse,  à  cause  du  grand  nombre  de  variables 
nouvelles  que  l'on  est  obligé  d'introduire  dans  la  question. 


XXIV.  —  Méthode  de  Cauchy  pour  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Nous   allons    maintenant   exposer  la   métliode  d'intégra- 
tion que  Cauchy  a  fait  connaître  dès  1819  dans  le  Recueil 
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de  la  Société  philomatlilque.  Nous  désignerons  la  fonction 
inconnue  par  ;/,  les  variables  dont  elle  dépend  par  jc,  jc,, 
Xj,,  .  .  . ,  x„,  et  nous  poserons 

du  du  du 

f"=àa-V  ■■■'         -^"  =  5?,,'         J'  =  ô^- 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  écrirons  toujours  2V/  au  lieu  de 

i=:n 

N  V/.  Ceci  posé,  soit 
/ -1 

l'équation  à  intégrer,  /  désignant  une  fonction  de  ^/,  x,  jr,, 
./,.  .  .  .,  x,t;  p,  Piyfo,  ..♦,/>«;  posons 

P  _  àf  ^  _  àf 

Soit  Du  la  différentielle  totale  de  f/  quand  x^  Xi^  x.j  ... 
sont  variables  indépendantes,  T)x,  Dxi ,  Djf27  •  •  •  des  accrois- 
sements arbitraires  donnés  à  .r,  .Tj,  ^25  •  •  •  •  Intégrer  l'équa- 
tion (i),  c'est,  en  définitive,  trouver  pour  w,/?,/j>i,/?2,  ...,/>« 
des  fonctions  de  x,  Xi,  x^^  ,  ,  , ,  x,i  qui  satisfassent  à  l'équa- 
tion 

(  t2  )  D  «  =  /?  D.r  -h  \^/>/  D.r/, 

(}ui  résume  celles-ci  : 

....  r)M  du  du 

/>  étant  déduit  de  (i)  en  fonction  de  .r,  ;ri,  ...,«;  ^,,  .  .  . , 

/>//.  Si  a,,  7-2,   ...,  a„  désignent  des  fonctions  quelconques 

L.  —  Traité  d'Analyse,  VI.  7 
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de  ^1,  ^2>  . .  . ,  ^/^,  x^  ces  équations  (2)  ou  [ibis)  seront 
équivalentes  à  celles-ci  : 


^P-^^Pi 


du\ 


du  '^       dxi 


àcc/c 


2^''â|         (>^'  =  ^^,  ---^ri), 


la  parenthèse  indiquant  que  a,,  a2,  .  .  . ,  ol,i,  x  sont  variables 
indépendantes.  Si  l'on  désigne  par  un  d  les  différentielles 
relatives  à  x  quand  a<,  7.2,  .  .  .  restent  constantes  et  par  un  0 
les  différentielles  totales  relatives  aux  a,  x  restant  constant, 
les  équations  précédentes  pourront  être  remplacées  par 

{  3  )  du  =1  p  dx  -\-  2_iPi  *^^i-> 

(4)  lu  =^  ZJP'  ^^'' 

Il  faudra  alors  satisfaire  à  ces  deux  équations  sans  oublier 
que  p  doit  être  supposé  tiré  de  (i)  et  exprimé  en  fonction  de 
x^  x^^  X'i^  .  .  . ,  II]  p^,  p2^  .  .  . ,  pw  C'est  à  ce  dernier  point 
de  vue  que  nous  allons  considérer  la  question. 

Des  formules  (3)  et  (4)  on  tire,  en  différentiant  la  première 
avec  la  caractéristique  ô  et  la  seconde  avec  la  caractéristique 
d^  les  formules  suivantes 

0  du  =  8/?  dx  -n-  2,  ^Pi  ^^^i  ~i~    /  ,Pi  ^  ^^ii 

dou=  \  dpi  oxi  -h  ^^Pi  0  dxi. 

Soustrayant  membre  à  membre,  on  a 

o  =  op  dx  -  ;-  \  Ipi  dxi  —  ^  dpi  ùXi  ; 

remplaçant  dans  cette  formule  op  par  sa  valeur  tirée  de  (1) 
différentiée,  à  savoir 

Xilxi-^X^Br^-^. .  .-1-  U  ou-\-P  Ip  -{-  Pi8/>i-h  P2SJO2  +  .  •  •  =  «>j 
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on  a 

0=  —  p  (XiOari-l-.  .  .-t-  XnOXn-h  V  OU -{-  PlO/),-^.  .  .)  dx 

-î-  2  opi  dxi  —  2,  dpi  oxi 
ou  bien 

\  ( P  dxi  —  F/  dx)  opi  —  U  ou  dx  —  X ( ^  ^Pi  "^  ^i ^^)  ^"^^  —  ^ 
ou  enfin,  en  remplaçant  ùii  par  \/)/o^/, 

(5)    V ( P  c^j-/—  P/«ij-) 0/?/—  V  (P  c?/?/ -t-  Xidx -^  l]pidx)oxi  =  o. 

Cette  équation  est  une  conséquence  de  (3)  et  (4);  on  peut  y 
satisfaire  en  prenant 

dx  _  dXi  _        _  dxn  __      —  c?/>,      _        _      —  dpn 

on  satisfera  à  la  fois  à  (5)  et  à(2)  en  écrivant  à  la  suite  de 
ces  rapports  égaux  le  rapport 

du 


pV-r-^Pi^i 

On  pourra  même,  pour  la  symétrie,  écrire  à  la  suite 

—  dp 
X  -+-  U/?  ' 

car,  en  vertu  de  (i),  on  a 

(  -)  P  <://>  -h  \  Vidpi  -f-  X  dx  -f-  N  X,c?^i  -T-  U  du  =  o, 


t  de  (6)  on  déduit  que  chacun  des  rapports  qui  entrent  dans 
ette  formule  est,  en  vertu  de  (7),  égal  à  „  ^  ^;  nous  écri- 
ons donc  le  système  (6)  ainsi,  en  nous  rappelant  qu'il  con- 
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tient  un  membre  qui  n'est  pas  nécessaire, 
dx       dxi  dp  dpx  du 


Ceci  posé,  l'équation  (3)  donne 

-^J     [pdx^^pidxX 


u  =  U^ 


l'indice  o  placé  en  haut  d'une  lettre  indiquant  que  l'on  y  a 
fait^  =  ^^;  cette  équation  où  u^  est  arbitraire  est  équiva- 
lente à  (3).  On  en  tire 


ÙU  =  01 


)U^  -{-  j      iZp  dx  -\-  2,  ^Pi dx,  4-  ^  /?/  0  dxi  \ 
OU,  en  intégrant  par  parties, 


(9 


(     0  ï<  =  0  aO  -H  N  jO/  057;  —  V  />f  O^y 
)  I  X 

I  -^  I     [opdx-{-^  ùpi  dxj  —  ^  Ixi  dpi  ) . 


Si  :  1°  l'on  choisit  les  p^  et  u^  de  telle  sorte  que 
(lo)  lu^  =^p\lx]', 

9."  si  ensuite  on  remplace  8/?  par  sa  valeur  tirée  de  (i) 


et  dxi^  dpi  par  leurs  valeurs   tirées   de  (8),  l'équation  (9) 
devient 

ou=^piOXi—  (     -  (ùu—'^pi^xijdx; 
d'où  l'on  tire 

^^u—^Pi^xA  =  ---Uu—^PiOxA 


dx  ' 


«^^'VfRSJly  OF  TORONTO 
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(il)  oa—^^p^oxi—e  ^2-0  (owo  — \  />Jo2'?  j. 

Si  donc  l'équation  (lo)  est  satisfaite,  (4)  le  sera  aussi.  D'ail- 
leurs les  équations  (8),  supposées  satisfaites,  contiennent 
implicitement  l'équation  (3). 

En  résumé,  pour  résoudre  le  problème  qui  nous  occupe, 
il  suffit  :  1°  de  satisfaire  aux  équations  (8)  (surabondantes); 
ces  équations  différentielles  ordinaires  contiendront  dans 
leurs  intégrales  des  constantes  arbitraires  qui  sont  fonctions 
des  a;  2°  il  faudra  ensuite  choisir  ces  constantes  de  manière 
à  satisfaire  à(io),  et,  pour  cela,  si  l'on  prend  pour  constantes 
d'intégration  ^J,  ^",  ...  ;  />J,  /j",  .  •  . ,  w^,  il  suffira  de  poser 


dxl 


'         P-2  =  -ÂZ-o 


Les  valeurs  de />f  et  de  u  seront,  ainsi  que  celles  de  ^r/,  connues 
en  fonction  des  œ^  et  de  ^;  éliminons  les  ^J*,  et  nous  aurons 
les  Pi  et  u  en  fonction  des  x]  enfin,  en  éliminant  les/?,  nous 
aurons  a. 

Ainsi,  pour  intégrer  Inéquation  (i),  il  suffit  de  former 
les  équations  (8),  de  les  intégrer  en  prenant  pour  con- 
stantes d'intégration  les  valeurs  des  variables  pour 
X  =  ^0,  de  poser  les  équations  (12),  oii  xs  est  une  fonction 
arbitraire^  et  d'éliminer  entre  {11)  et  les  intégrales  de  (S) 
les  constantes  jc",  /?"  et  les  p. 

En  vertu  du  théorème  (p.  19),  la  solution  ainsi  trouvée 
se  réduit  à  TTs(Xi,  ^2-)  -  -  -  ■>  ^n)  pour  x  ^=  x^ . 

Tl  est  presque  inutile,  après  ce  qui  a  été  dit  (p.  09),  de 
faire  observer  que  l'on  peut  obtenir  d'autres  solutions  moins 
générales,  en  faisant  entrer  dans  la  fonction  arbitraire  rjs  un 
moins  grand  nombre  de  variables. 
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Enfin,  on  peut  encore  obtenir  une  solution  complète,  en 
éliminant  entre  les  intégrales  de  (8)  les  quantités/»^  et  p. 


XXV.  —  Discussion  de  la  méthode  de  Cauchy. 

M.  Bertrand  a  observé  que  la  méthode  de  Cauchy  tombait 

en   défaut  quand   pour   ^  =  ^^  on   avait  —  —  =  oo,   parce 

qu'alors  la  formule  (i  i)  ne  permet  plus,  pour  x^  Xq,  d'en 
conclure 

ùU  —  \  />/0^/  =  ÙU^ —  ^,PÎ  ^^'i  '■) 

mais  ce  cas  singulier  ne  se  présentera  que  pour  des  formes 
particulières  de  la  fonction  th.  Au  reste,  on  évitera  cette  dif- 
ficulté en  faisant  disparaître,  comme  on  l'a  indiqué  (p.  53), 
la  fonction  inconnue  de  l'équation  et  en  appliquant  à  l'équa- 
tion transformée  la  méthode  exposée  §  IX.  M.  Serret  a  étudié 
ce  cas  particulier,  dans  les  Notes  placées  à  la  fin  de  la  dernière 
édition  du  Calcul  différentiel  et  intégral  de  Lacroix  et 
dans  son  propre  Traité.  (Fo^'r  aussi  Comptes  rendus^  t.  LUI, 
et  les  Annales  de  l'École  Normale,  t.  III.) 

La  méthode  qui  fournit  l'intégrale  complète  et  qui  consiste 
à  éliminer  les  p^  en  les  assimilant  aux  a  peut  tomber  en 
défaut;  c'est  ce  qui  arrivera,  s'il  est  impossible  de  calculer 
les  Xi  en  fonction  des  p^  et  de  x^  et  alors  on  ne  pourra 
évidemment  pas  faire  l'élimination  de  ces  quantités  p^  entre 
les  intégrales  de  (8). 

Mais,  si  cette  méthode  ne  permet  plus  de  trouver  une 
intégrale  complète,  il  est  clair  que  l'on  pourra  trouver  une 
infinité  d'autres  intégrales  complètes  en  particularisant  la 
forme  de  la  fonction  ny,  dont  on  fait  usage  pour  trouver  la 
solution  générale;  on  pourra,  par  exemple,  prendre 
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XXVI.  —  Interprétation  géométriqne. 

Si  on  lit  le  Mémoire  d'Ampère  sur  les  équations  aux 
dérivées  partielles,  on  se  convaincra  que  Gauchy,  qui  s'était 
inspiré  de  ce  Mémoire,  a  dû  découvrir  sa  méthode  en  suivant 
la  marche  que  nous  allons  indiquer.  Nous  conserverons  les 
notations  et  le  numérotage  des  formules  des  deux  paragraphes 
précédents. 

Si  l'on  considère  u^  x,  Xi,  ...  comme  coordonnées  d'un 
point  de  l'hyperespace  ;  /?,/>«,  ...  comme  les  coefficients 
directeurs  d'un  plan  passant  par  ce  point,  toutes  ces  variables 
constitueront  un  élément  de  l'hyperespace. 

Intégrer  l'équation  (i),  c'est  trouver  une  surface  S  dont  le 
plan  tangent  en  u,  ^,  ^,,  ...  ait  des  coefficients  directeurs 
P^  P\-,  Pi^  •  •  •  satisfaisant  à  (i).  Dm,  Djc,  D.r,,  .  .  .  désignant 
les  composantes  d'un  déplacement  effectué  sur  la  surface, 
l'équation  (2)  aura  lieu. 

On  peut  essayer  de  construire  la  surface  S  au  moyen  de 
génératrices  que  nous  appellerons  caractéristiques  :  ces 
caractéristiques  seront  fournies  par  l'intersection  de  la  sur- 
face S  avec  d'autres  surfaces  variables,  le  long  desquelles 
nous  supposerons  a,,  a2,  .  .  .,  a^^  constantes.  Nous  représen- 
terons par  un  ô,  comme  plus  haut,  un  déplacement  effectué 
sur  la  surface  S  en  laissant  x  constant;  au  contraire,  le  d 
représentera  un  déplacement  effectué  sur  la  caractéristique, 
X  seul  variant,  puisque  l'on  se  déplace  sur  les  surfaces  S, 
et  a,  =  const.,  ao  =  const.,  ...  ;  alors  les  formules  (3)  et  (4) 
auront  lieu  et  l'on  en  déduira  la  relation  (5)  comme  plus  haut. 
Les  équations  (8)  sont  alors  les  équations  différentielles  de 
la  caractéristique,  ou  plutôt  ce  sont  des  équations  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  déplacements  du^  dx^  dx^^  .  .  .  pour  se 
trouver  sur  la  surface  S,  et  les  différentielles  dp^  dp^^  ... 
pour  être  celles  des  coefficients  d'un  plan  tangent  en  w,  Xy 
x^,  ....  Éliminer  les  constantes  d'intégration  et  les  p  entre 
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les  équations  (12)  et  les  intégrales  des  équations  des  caracté- 
ristiques, c'est  trouver  une  surface  S,  lieu  convenablement 
défini  de  ces  caractéristiques. 

Il  résulte  de  là  que,  si  une  intégrale  contient  un  élément 
d'une  caractéristique,  elle  contient  cette  caractéristique  tout 
entière. 

Deux  intégrales  différentes  se  rencontrent  suivant  une 
caractéristique  si  elles  ont  en  commun  un  élément  de  cette 
caractéristique,  et  de  plus  elles  se  touchent  suivant  cette 
caractéristique,  ce  qui  justifie  le  nom  de  caractéristique. 
Enfin  une  intégrale  complète  détermine  une  surface  dont 
l'enveloppe  est  l'intégrale  générale. 


XXVII.  —  Application  des  théories  précédentes  à  la  résolution 
des  problèmes  de  Dynamique. 

Nous  avons  vu  que  Lagrange  avait  mis  les  équations  du 
mouvement  sous  la  forme  (t.  V,  p.  398) 

,.  d    dT        ÔT  _ 

^^  di  dq'i         d^i        ^^-""^ 

lorsque  les  qi  n'étaient  liés  par  aucune  relation.  Dans  presque 
tous  les  problèmes  que  fournit  l'étude  des  phénomènes  natu- 
rels Qi  8^1  +  Q2S72 -f- •  •  •   est  une  différentielle  exacte  (') 

8U,  en  sorte  que  Q/est  de  la  forme  - —  et  ne  contient  pas  le 


temps  ^;  (1)  peut  alors  s'écrire 

d    d1       dH 

^'^'                                         dt  dq'i        dqt 

àqt 

Si  l'on  pose  alors  -r— 7  ^=piQ\.  si  l'on  observe  que  T  est  homo- 
gène et  du  second  degré  en  q'y,  q'.^^  •  •  •  7  puisqu'il  l'est  en  x\, 

(')  Toute  question  de  Mécanique  dans  laquelle  le  principe  des  forces 
vives  n'a  pas  lieu  est  une  question  qui  ne  saurait  émaner  de  l'interpré- 
tation rigoureuse  d'un  fait  naturel. 
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jk',  7  ^', ,  .  .  .,  et  que  :r\,y\,  z\^  ...  sont  des  fonctions  linéaires 
et  homogènes  de  g\,  g'^i  •  •  •  5  ^^^ 


2T 


:2m(^;.2+jK;-2  +  ^;2), 


on  aura 


'2T  =Piq'y^P'iq'.2-\-..  .-^Pnq'n 
ou 

Faisant  alors  varier  toutes  les  variables,  on  a 


0:1,  comme /?/=  -—75 


Cette  équation  montre  que,  si  l'on  prend  les/?/ à  la  place  des 
f/\  pour  variables  et  si  l'on  conserve  les  qt,  on  a 

en  écrivant  momentanément  dans  des  parenthèses  les  dérivées 
relatives  aux  nouvelles  variables.  La  formule  (2)  donne  alors 


, X  dpf       /  dT 


dt         \  ôq 


si  l'on  observe  que  U  ne  contient  pas  les  /?,  on  pourra  écrire 
y-  =  i-T—  \  '  La  seconde  formule  (3)  et  la  formule(4)devien- 
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dronl  alors 

dpi      [-(^(U-T)-]  dqi       \d{T-\})-\^ 

dt   "~L        àqi       y  dt         Y        dpi        Y 

on  peut  supprimer  les  parenthèses  et  écrire 

dpi  ^  ^(U-T)^  dqi  ^         rj(U-T) 

'  dt  dqi        '  dt  dpi 

Ces  équations  sont  les  équations  canoniques  du  mouvement. 
D'après  le  théorème  connu  de  Jacobi,  pour  les  intégrer,  il 
suffira  de  connaître  une  intégrale  complète  de  V équation 
aux  dérivées  partielles 

(6)  ^^  =  U-T, 

dans  laquelle  on  doit  remplacer  pi  par-. —  Si  alors  a,, 

(iq  i 

OL.,^  .  .  .,  cf.,1  sont  les  constantes  de  cette  intégrale  complète 
et  Pi,  j^25  •  •  •  des  constantes  arbitraires, 


(£=^" 

du 

d^a 

J  du 

du 

du 
dq,i 

(7) 

i  au  ou  ou 

Pli 

seront  les  intégrales  des  équations  (5)  du  mouvement. 

Le  plus  souvent  U  et  T  ne  contiennent  pas  t  :  si  l'on  pose 
alors,  en  appelant  h  une  constante  arbitraire, 

u  =  s  —  ht, 
on  a 

du  _    ds  du 

dqi  ~  dqi'  dt   ~~  ' 

l'équation  (6)  devient  alors 

(8)  A-hU  =  T. 

Soit  s  une  intégrale  de  cette  équation  renfermant,  outre 
la  constante  h,  n  —  i  autres  constantes  ai ,  ....  a/^.i  \  s  -{-  ht 
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sera  une  intégrale  de  (6),  et  les  intégrales  des  équations 
(5)  du  mouvement  seront 


ds 

"'    -a 

i)s 

, ,  3^5  .  .  . ,  T  désignant  des  constantes  arbitraires. 


XXVIII.  —  Une  application  des  méthodes  précédentes. 

Les  équations  canoniques  du  mouvement  en  coordonnées 
polaires  sont 


(I) 


II 


d/i        OU 
dt    "^  'à?' 

dr             d\{ 

dt  ~        dri  ' 

^0,        ^H 

dt    ~  ÔO' 

dd             âU 

dt     ~             Wy' 

d^i        dU 

dt    ~  d'i^'' 

d<\>  ôH 
dt    ~~       ô'hi' 

\{-^-7.n 

\-'    '     >y) 

^  r-^cos'-b  ^' 

r  est  le  rayon  vecteur,  8  la  la.titude  et  'l  la  longitude  :  alors 

T-i—Y--(^y '    ('^y 

et  T  désigne  la  force  vive,  R  est  la  fonction  des  forces.  Nous 

supposerons  Rr=:  i-  -j-R,,  ^m  désignant  une  constante  et  R, 

une  fonction  petite  par  rapport  à  R.  Nous  négligerons  d'abord 
dans  H  la  quantité  R|  et  nous  prendrons 

Pour  avoir  d?s  constantes  canoniques,  nous  emploierons  la 
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méthode  de  Jacobi  et  nous  intégrerons  d'abord  Féquation 
aux  dérivées  partielles 

^'^■^      àt  ~       1  l\dr)  "^  r2  \d^)   "^  r2cos2(J  \d^ )   y     r'    , 
On  intégrera  cette  équation  en  posant 

(3)  ity=  (xt  -V-  II, 

a  désignant  une  constante  ;  on  aura  alors,  en  supposant  que  «, 
ne  contienne  pas  t^ 

Posons  maintenant,  en  appelant  [i  une  constante, 

(4)  ui^^'l'-h  u,, 
if-2  ne  contenant  pas  ^,  nous  aurons 

nous  pouvons  décomposer  ainsi  cette  équation 

et  l'on  y  satisfera  en  prenant 

Ui  =   ^3  H-   W4, 


r'        r2        \dr  J    ~    ' 
'A' 


COS26       '''"^l"^ 


et  Y  égal  à  une  constante;  on  a  alors 
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Ces  formules  (3)  et  (4)  donnent  alors 


(5) 


u  =  -.t-^^^fy/..^^-^-ldr-.f^y--^^d,; 


les  intégrales  des  équations  (i)  sont  alors,  en  négligeant  R,, 


du  du  r.  au 

'Y 


^'^>  T.=-^'-      53=-?"       d-:=-V' 


a,,  ^1,  y,  désignant  de  nouvelles  constantes.  Lorsque  l'on 
ne  veut  plus  négliger  R,,  les  équations  intégrales  sont  encore 
(5),  mais  a,  (3,  y,  a,,  [3,,  y,  doivent  être  calculés  au  moyen 
des  formules  (p.  84) 


7) 

doc  ' 

dh_ 
dt 

d-i  _  .)R, 
dt   ~         dy 

ïd.    _ 
{    dt    " 

d?  _ 

dt  ~~ 

d^(              ÔRi 

dt      ~             C'Y! 

Pour  l'interprétation  des  constantes  a,  [3,  .  .  . ,  nous  renver- 
rons aux  Vorlesungen  de  Jacobi  ou  à  notre  Mécanique. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Intégrer  l'équation 

_  _  ôz  dz 

dx  dy 
par  la  méthode  de  Gauchy. 

2.  Intégrer  l'équation 

[duY      /duY      fdu\'- 

et  montre"  que,  cp  étant  arbitraire,  u  =  const.  représente  toutes  les^ 
surfaces  parallèles. 

3.  Trouvtr  toutes  les  surfaces  dans  lesquelles  la  normale  fait  uii 
angle  constant  avec  une  droite  fixe. 


IIO  CHAPITRE    H. 

4.  Trouver  des  surfaces  dans  lesquelles  la  normale  est  toujours 
tangente  à  un  cylindre  de  révolution. 

5.  Trouver  des  surfaces  dans  lesquelles  les  normales  soient  tan- 
gentes à  une  même  sphère. 

6.  En  appelant  A,  B,  G,  A',  B',  G' des  constantes  et  u,  v  des  fonc- 
tions inconnues,  on  propose  d'intégrer  les  équations  simultanées 

d{u,  y)  ^         d{u,  ç)  <){u,  y) 

d{y,  z)  d{z,  X)  d{x,y) 

d(u,  y)  d(u,  y)  ^        â(u,  y) 

(){y,z)  â{z,  x)  à{x,y) 

7.  Intégrer 

du  du  du 

ôx  ôy  âz         "^ 

8.  Toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans 
laquelle  les  variables  n'entrent  que  sous  une  forme  linéaire  peut,  au 
moyen  d'un  changement  de  variable,  être  remplacée  par  une  équation 
linéaire.  Il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  dérivées  de  la  fonction 
inconnue  pour  nouvelles  variables. 

9.  Démontrer  que,  si  a,  p,  y,  ô  sont  des  intégrales  des  équations 
canoniques,  on  a 

V^      àjcc,  p,  Y,  o)      ^^ 
Zdd{xi,Xj,pi,pj) 

10.  Si  les  variables  «i,  0.2,  ...,  a„  et  ^i,  ^2?  •••>  ?«  satisfont  aux 
relations 

(a/,  P/)=f         (a,-,  p_;-)  =  o,         (a,-,ay)  =  o,         (|3,-,  ?y)  =  o, 

et  si  la  fonction  f{x,  Xi,  x^,  . . . ,  Xn,  Pi,Pi,  •  •  .,  Pn)  peut  s'exprimer 
en  fonction  de  «i,  . . . ,  a„,  pi,  . . . ,  |3„,  on  aura 

dx  d^i  '  dx  ~~  âoci 

(BouR,  sa  Thèse.) 

JV.  B.  —  La  Mécanique  céleste  de  M.  Resal,  2^  édition,  renferme  un 
grand  nombre  d'applications  des  méthodes  développées  dans  ce  Gha- 
pitre.  —  Gonsulter  surtout  les  Vorlesungen  ueber  Dynamik  de 
Jacobi.  Voir  aussi  la  Mécanique  céleste  de  M.  Tisserand. 

/ 
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11.  Trouver  une  surface  clans  laquelle  la  portion  de  normale  com- 
prise entre  le  point  d'incidence  et  un  plan  fixe  soit  constante. 

12.  Trouver  les   surfaces   dont    la   normale  rencontre  un   cercle 

13.  Intégrer  l'équation  obtenue  en  égalant  le  hessicn  d'une  fonc- 
tion à  zéro. 
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CHAPITRE  III. 

ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 
ET  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


I.  —  Définitions. 

Si  ron  considère  un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires  simultanées,  il  pourra  arriver  qu'un  certain 
nombre  dé  ces  équations,  à  elles  seules,  et  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  considérer  les  autres  équations,  permettent 
d'écrire  des  intégrales  du  système.  S'il  arrive  que  sur  nt 
équations  données  entre  m  fonctions  inconnues,  il  s'en 
trouve  n  <<  m,  telles  que  l'on  puisse  en  déduire  n  intégrales 
du  système,  on  dit  que  ces  n  équations  constituent  un  s_ys- 
tème  adéquations  aux  différentielles  totales. 

Pour  que  n  équations  forment  un  système  d'équations  aux 
différentielles  totales,  il  suffit  évidemment  qu'il  existe  des 
systèmes  de  facteurs  qui,  appliqués  à  ces  équations,  fassent  de 
leurs  premiers  membres,  quand  on  les  ajoute,  des  différen- 
tielles exactes.  Cette  condition  est  d'ailleurs  nécessaire,  du 
moins  tant  que  les  différentielles  ne  dépassent  pas  le  premier 
ordre,  ce  que  nous  supposerons. 

En  effet,  considérons  les  équations 


(0 


au   nombre   de  n  <:  m.  Si,   à  elles  seules,  elles  permettent 
d'écrire  n  intégrales  du  système,  d'ailleurs  quelconque,  dont 


Ficlxi-^P^dx.^.. 

..^P,ndû!:,„  =0, 

R 1  dxi  -f-  R2  dx2  -T- . 

.  .  -}-  R;„  da;,n  =  0 
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elle-  [xiiNcnt  être  censées  faire  partie,  on  pourra  écrire  ces 
intégrales  sons  la  forme 


■1  )    01(^-1,  a-o,  . . .,  X„i)  ^  c,, 


et,  en  tirant  n  des  variables  x^ ,  X21  ...  en  fonction  des  autres, 
pour  les  porter  dans  (i),  on  devra  avoir  des  identités  satis- 
faites, quels  que  soient  les  autres  x,  et  quelles  que  soient  les 
constantes  c, ,  Co,  .  •  •  ;  or  de  (2)  on  tire 


I  .„ 

dXi        *  dx 


-^—  ax^  -{-...-!- ax, 


tirons  de  là  dx^,  dx^^  •  ,  dxn  en  fonction  de  dx^j^^,  .  .  . 
dxju^  et  portons-les  dans  (1),  ce  qui  revient  à  les  éliminer 
entre  (i)  et  (3),  les  résultantes  seront  des  identités,  si  l'on  y 
suppose  Xy,  X2,  .  •  . ,  Xn  déduits  de  (2),  c'est-à-dire  quels  que 
suient  j:«+,,  .  .  . ,  Xm  etc, ,  .  . . ,  C/^;  mais  C|,  Co,  .  .  . ,  Cn  étant 
arbitraires,  il  en  est  de  même  de  x^ ,  x^-,  .  .  . ,  x^^  si  bien  que, 
les  résultantes  ne  contenant  pas  c,,  Ci,  .  .  .  c„,  on  peut  dire 
qu'elles  ont  lieu,  quels  que  soient  a;,,  x^^  ...,  x,i  et 
x„j^^,  ...,  X/w  Les  systèmes  (i)  et  (3)  rentrent  alors  l'un 
dans  l'autre,  (3)  sont  des  combinaisons  de  (i),  d'où  résulte, 
comme  l'on  voit,  l'existence  des  facteurs  dont  nous  avons 
parlé. 

Les  équations  (i)  peuvent  être  envisagées  à  un  point  de 
vue  un  peu  différent,  et  leurs  intégrales  montrent  que  l'on 
peut  considérer  n  des  variables  x  comme  fonctions  des  autres. 
Désignons  par  «, ,  u-y^  •  .  . ,  iin  ces  variables  et  par  .r, ,  ^21  •  -  •  > 
Xi  les  variables  dont  elles  dépendent  :  le  système  (i)  pourra 
se  présenter  sous  la  forme 

duy  =  Xii dxi      X12C/X2  ~ . .  .-1-  Xiidxj, 
dui  =  X21  dxi  -T~  X22  dx^  — ...  -I-  Xzidxi, 
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et,  à  ce  point  de  vue,  sera  équivalent  aux  systèmes 

V  àiii  _  dui  _  dui 

^^  ~  dx-i  '  ^^       dxi  '  ''        dxi 


C'est  ordinairement  à  ce  point  de  vue  que  l'on  se  place  dans 
les  applications;  on  conçoit  dès  lors  que  les  fonctions  X 
soient  assujetties  à  remplir  certaines  conditions,  pour  que  les 
équations  proposées  admettent  des  solutions. 

Quand  les  X  ne  contiennent  pas  les  variables  u^^  112,  .  -  -, 
u,i,  la  question  rentre  dans  l'une  de  celles  que  nous  avons 
déjà  résolues  (p.  ig8,  t.  III).  Dans  le  cas  contraire,  de  nou- 
veaux principes  sont  nécessaires  pour  trancher  la  question. 

IL  —  Conditions  d'intégrabilité  d'un  système  d'équations 
aux  différentielles  totales. 

Etant  donné  un  système  d'équations  aux  différentielles 
totales  du  premier  ordre,  on  peut  toujours  le  supposer 
ramené  à  la  forme 

idui    =  Xi  1  dxi  -i-  X 12  dx.j  -h . . .  -f-  Xi,i dXfi, 
dii<i   ^^X'ixdxi  -f-Xoa^-z^a   -r- .  .  .-^- l^indxm 
•  j 
i    du,n  =  X,;ji  aa^i  -f-  X;,22  dx^,  H- .  .  .  -^  ^mn  dXji-, 

l^ij  désignant,  en  général,  une  fonction  de  ?/,,  Wo,  .  .  . ,  u,n', 
Xi^  X2,  .  •  . ,  o^n-  Nous  désignerons  par  un  d  les  différentielles 
prises  en  regardant  Ui,  u^^  .  .  . ,  Um  comme  fonctions  de  x^, 
X2,  ...7  Xn  considérés  comme  seules  variables  indépen- 
dantes; au  contraire,  d  servira  à  représenter  des  différen- 
tielles, ou  plutôt  des  dérivées  prises  en  regardant  u^, 
U2,  .  .  . ,  Um'i  ^\i  X2,  .  ,  .  ^  Xa  comme  des  variables  indépen- 
dantes. Ainsi,  par  exemple,  on  aura 


df 

df    ,  df   du, 

,  àf    du,, 

dx, 

âxi    '  âui  dxi 

ôu,n    dxi 
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Ceci  posé,  pour  que  le  système  (i)  soit  intégrable,  il  faut 
L[ue,  ifi,  1(2,  ...  étant  exprimés  en  fonction  de  .r,,  ^2,  ...^x,i^ 
les  seconds  membres  soient  des  différentielles  exactes;  il  faut 
donc  que  l'on  ait,  en  général, 

dXfj  _  dXfk 
dxk         dxj  ' 
c'est-à-dire 

àXfj       ^  d\,-j  du^  _  r)X,-^.       ^  dX/k  du^ 
dx/i       Âêà  du^  dxk         àxj   ~^  Jmà.  du^    dxj 


^^•_^)X^    .    Y  (àXfj  dug        ()\ff,  dua\  _  ^ 
ôx/,.         àXj   ~^  ^\dun    dxk         àu^    dxj  ] 


Mais,  si  l'on  remarque  qu'en  vertu  des  équations  (i)  suppo- 
du^ 
dxfc 


sées  satisfaites  -r-^  =  ^ixA?  cette  équation  deviendra 


dXij        dX,-/,        ^  /àXf/  ^^^'V.-  Y       \  — 


Cette  équation  et  ses  analogues  doivent  être  identiquement 
satisfaites  quand  on  y  remplace  w<,  Uo,  •  •  -,  «/w  par  leurs 
valeurs  que  l'on  suppose  exister.  Deux  cas  peuvent  alors  se 
présenter  et  qu'il  faut  soigneusement  distinguer  :  i*'  les  équa- 
tions (i)  admettent  une  solution  renfermant  m  constantes 
arbitraires  et  sont  complètement  intégrables;  alors  les 
équations  (2)  devant  avoir  lieu,  quelles  que  soient  ces  con- 
stantes, après  que  l'on  a  remplacé  les  u  par  leurs  valeurs, 
sont  déjà  des  identités,  c'est-à-dire  ont  lieu  quels  que  soient 
les?/  et  les  j?;  2"  les  équations  (2)  ne  deviennent  identiques 
que  pour  certaines  valeurs  des  u  qui  satisfont  à  (1)  et  qui 
ne  renferment  pas  m,  constantes  arbitraires,  les  équations  (i) 
ne  sont  pas  alors  complètement  intégrables. 
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III.  —  Intégration  d'un  système  d'équations 
aux  diflférentielles  totales. 

Nous  venons  de  voir  que,  si  les  équations  (i)  sont  satisfaites, 
pour  des  valeurs  de  Ui,  u-if  -  ■  ■ ,  Um  renfermant  m  constantes 
arbitraires,  les  équations  (2)  sont  identiques;  nous  allons 
démontrer  que,  réciproquement,  si  les  équations  (2)  sont 
identiques,  ces  équations  sont  complètement  intégrahles, 
c'est-à-dire  qu'elles  admettent  pour  solutions  des  fonctions 
w,,  z^o,  .  .  . ,  UmàiQ  x^j  X2,  .  .  . ,  Xn  renfermant  m  constantes 
arbitraires.  Nous  verrons  toutefois  que  ces  conditions  (2)  ne 
sont  pas  tout  à  fait  nécessaires,  en  ce  sens  qu'elles  sont  satis- 
faites identiquement  quand  elles  le  sont  pour  certaines  valeurs 
des  variables  :  c'est  ce  que  nous  allons  établir. 

Commençons  par  déterminer  les  fonctions  u^,  Wo,  .  .  . ,  Uf^ 
au  moven  des  équations  différentielles  ordinaires 

(3)    dux  =  Xyidxi,       t/Wo  —  X21  <^^i,        ...,       du,n^\,n],dxi\ 

en  regardant  .To,  x^,  .  .  .  ^  x,i  comme  des  constantes;  l'inté- 
gration introduira  alors  m  constantes  que  l'on  supposera 
fonctions  de  x^,  X',i,  .  .  . ,  Xw  Ecrivons  ainsi  les  équations  (3)  : 

et  différentions-les  par  rapport  à  xi;  nous  aurons 

d^Un    _  dXpi  ^  âXpi  diii  dXpi  dun, 

dx^dxi         dxi     '      âui    dxi^'"        àu„i     dxi^ 

formule  où  l'on  doit  supposer  /?  =:  i ,  2,  3,  .  .  . ,  a?2  ;  elle  peul 
s'écrire 


r/2  ap 

_  dX,n  ^  àX,n 

(du,        ^     \ 

àXpy 

du,n 

(  du,,, 

dxx  dxi 

dxi           dui 

^dx,-^-)-^' 

\dVi 
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OU,  en  vertu  de  l'idenlité  (2),  qu'il  suffit  de  supposer  satis- 
faite pour  k  =  i, 

d'^Up      _  dX^i  /dui       ^    \  dXpi/du,,,       ^      \ 

dxxdxi  ~    dux  \dxi       '  ^  /       "'       r)u„i\dxi  ""/ 

_    d\pi        dXpi  àXpi 

-■ : ! r—  '^11  -4-.  .  .-T-  — X„ii 

âxi  oiii  ou„i 

ou,  enfin,  en  \ertu  des  formules  (3  bis)^ 

''^ Up    _  dXp^  /djM  _  ^  A   ,  ,    ^X;,i  fduni^  _  X    -^ 

'idxi         ôiii  \dxi       '  ^^J~^'"~^  diini\dxi  '"j 


d'^u, 
dx\       . 

dXpi  dXpi  dux    .          ,    dXpi  du, g 

dxi  âiii    dxi       '  '  '        ôu„i    dx^ 


Olte  formule  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d_  fdup  _         \  _  dXpx  (dux        ,.    \  rJXp,  [du,n  _  ^     \ 

dx,  \  dxi       ^"')  -  ~dï^  [dFi       -^'7  -^  •  •  •  -^  àu,n  V  dxi        """'')  ' 

eette  équation  en  fournit  m  quand  on  y  suppose/?  =1,2,..., 
m  et  le  système  ainsi  obtenu  est  à  m  inconnues 

^ .  du^  du^  du,n       Y 

intégrons-le  en  prenant  ces  inconnues  nulles  pour^i  =  ^J; 
elles  seront  toujours  nulles,  en  vertu  des  propriétés  connues 
des  intégrales  d'un  système  linéaire  et  homogène  (qui  sont 
linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  constantes  d'intégra- 
tion). 

En  résumé,  si  les  conditions  (2)  sont  satisfaites  pour  A^^  i 
et  si  les  expressions  (4)  sont  nulles  pour  x^  =  .rj,  les  équa- 
tions (i)  seront  intégrables;  cela  revient  à  dire  que,  si  les 
équations  (2)  sont  satisfaites  pour  A=  i  et  si  le  système 

1'  (^wÇ  =  XJ2  dx.2-^. .  .-^  \?,,  dxn, 
(5)  , 

'    du'^n  =  X?„2  dx2  4-  ...  4-  X%,j,  dXa 

est  intégrable,  l'indice  o  indiquant  que  l'on  doit  faire  ^,  =  xj 
le  système  (i)  l'est  aussi.  Ce  dernier  système  sera  intégrable 
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si  les  conditions  (2)  sont  satisfaites  en  supposant  A"  ;=  2,  pour 
x^  =  xl  seulement,  et  si 

(6) ' 

est  intégrable,  le  double  indice  o  indiquant  que  l'on  doit 
faire  .r,  =  xj,  ^o  =  <^%  6t  ainsi  de  suite.  Pour  que  le  système 
(i)  soit  intégrable,  il  n'est  donc  pas  absolument  nécessaire 
que  l'on  sache  que  les  formules  (2)  ont  lieu  identiquement, 
ce  qui  n'empêchera  pas  finalement  ces  équations  d'être  iden- 
tiques si  le  système  (i)  est  complètement  intégrable. 

Quand  on  sait  que  le  système  (1)  est  complètement  inté- 
grable,  la  démonstration  qui  précède  montre  comment  on 
trouve  son  intégrale;  ?/<,  u^-  •  •  -,  U/n  sont  donnés  par  les 
intégrales  des  équations  (3  bis)^  dans  lesquelles  les  constantes 
d'intégration  doivent  être  choisies  de  telle  sorte  que  les  équa- 
tions (5)  aient  lieu.  Comme  on  peut  prendre  ?^J,  u?,,  .  .  . 
pour  constantes  d'intégration,  on  peut  dire  que  les  constantes 
sont  déterminées  par  le  système  (5);  pour  l'intégrer,  on  for- 
mera le  système 

et  l'on  déterminera  les  constantes  d'intégration  au  moyen  du 
système 

^^1      —  X  0  0  ^"2      _  V  0  0  ^^'1^    —  X 0  0 

dx,    ~"^^^'  dx;    ~^^^'  •••'  dx^    -^V«a. 

?^J%  u\^ ,  .  .  .  étant  les  constantes  d'intégration  du  système 
précédent,  et  ainsi  de  suite. 


IV.  —  Simplification  des  calculs. 

M.  Mayer  a  observé  que,  si,  en  faisante,  =  x\,  les  quantités 
X/y  pour  y  >  2  étaient  nulles,  les  équations  (5)  se  réduiraient 
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à  du'^^  =  o,  dul  =r  o,  .  .  . ,  en  sorte  que  ces  équations  donne- 
raient immédiatement 

aÇ  —  const,,         i«2  =  const.,         ...; 

et,  dans  ce  cas  particulier,  l'intégration  des  équations  (i)  se 
ramène  à  l'intégration  d'un  seul  système  d'équations  diffé- 
rentielles ordinaires;  or,  par  un  changement  de  variables  très 
simple,  on  peut  obtenir  des  équations  satisfaisant  à  la  condi- 
tion en  question. 

Posons,  en  effet, 

Xi==  ai -r-(:ci  — al)  fi, 

y.j  et  <7/ désignant  des  constantes  et //une  fonction  de  n  nou- 
velles variables  a,,  a^,  .  .  ._,  a,,.  Les  fonctions  f\ff2i  •  •  •  -i  fm 
devront,  bien  entendu,  être  distinctes.  Alors  les  équations  (i) 
se  changeront  en 

diii  —  Yu  d'x^  -T-  Yi2  dii  ".  .  .-f-  Yi,i  dy-n, 
1 

du,n  =  Y,nidcti  -T-  Y, ni  doL^  ^ .  .  .  ~  Y,nn  d^n  ', 

on  aura 

H- 

mais  alors,  pour  a,  =a",  les  Y/,  ne  seront  pas  nuls,  mais  les  Y/y 
le  seront,  pourvu  que  les  fonctions/,  arbitraires  d'ailleurs,  ne 
soient  pas  infinies  dans  ces  circonstances. 

La  manière  la  plus  simple,  en  général,  de  choisir  les  fonc- 
tions/consiste à  poser 

^i  =  ai,         37/=  a/-r-(2i  — aj  ja/. 

V.  —  Application  à  un  exemple. 

Proposons-nous  d'intégrer 
(i)  x^x^dx^-^  XiXzdXi  —  iXiXidx^^=^Oj 
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on  peut  s'assurer  que  les  conditions  d'intégrabililé  sont  satis- 
faites. Pour  effectuer  l'intégration,  on  posera 

.r  1  x^  dx^  —  1  Xx  Xi  dx^  —  o 

OU 

dx^  __      dx^ 

Xi     ~         Xs   ' 

on  en  conclura 

^■^  xl        {xD^ 

En  marquant  de  l'indice  o  les  valeurs  initiales  des  variables, 
puis  faisant  dans  (i)  X2  =  ^?2i  ^"  ^u^a 

dxix^xl  —  ixix9,  dxl  —  o, 
d'où 

dx9^        dxi 
x9^    '~  ~xT 
et,  par  suite, 

xi  _  (x^y  ^ 

l'élimination  de  ^ÎJ  entre  cette  équation  et  (a)  donne 

xiXi  __     xl 
xfxf  ^  [xf^^ 
ou,  si  l'on  veut, 

c  désignant  une  constante;  on  a,  en  effet, 

1  a?3  dx^  =  cxi  dxi  4-  c  x^  dx^  ; 
l'élimination  de  c  donne  bien  (i). 

VI.  —  Cas  où  les  conditions  d'intégrabilité  complète  ne  sont  pas 
identiquement  satisfaites. 

Reprenons  les  équations 

du,n  -=  X,,^i  dxx-^-  X,„.2  dXi  -   .  .  .  4-  X,;,,,  d.r„. 
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[\)uv  (ju'il  existe  une  solulion  renfermant  m  constantes  arbi- 
traires, il  fniU  ({lie  les  relations 


{•>■) 


^  _  ':?^  ^y  ('^  Xyj-  "^  X,A  =  o 


soient  satisfaites  quels  que  soient  les  u  et  les  x.  Mais  il  n'est 
pas  nécessaire  qu'il  en  soit  ainsi  pour  que  les  équations  (i) 
aient  des  solutions  ne  renfermant  pas  de  constantes  ou 
renfermant  moins  de  m  constantes;  si,  en  effet,  ces  équa- 
tions (2)  (î)o?7"  p.  1 1 5  ),  étaient  toutes  satisfaites  pour  certaines 
valeurs  de  «,,  ?/o,  -  .  .  ,  u,»  (ce  que  l'on  pourra  vérifier),  il  y 
aurait  lieu  de  chercher  si,  par  hasard,  ces  valeurs  de  ?<,, 
/^2,  ....  Um^Q  seraient  pas  des  intégrales  des  équations  (i); 
cette  vérification  ne  présentera  d'ailleurs  aucune  difficulté. 
Les  solutions  que  Ton  peut  trouver  ainsi  sont  ce  que  l'on 
appelle  des  intégrales  singulières. 

]^a  théorie  des  équations  simultanées  aux  différences 
totales  a  été  exposée  d'une  autre  manière  par  M.  Mayer 
[Bulletin  des  Se.  mathém.,  septembre  1876).  Bouquet 
démontre  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  d'intégra- 
bilité  complète  par  les  séries  [Bulletin  des  Se.  niathéni., 
septembre  1876).  Voir  aussi  Méray,  Précis  d'Analyse. 


VII.  —  Classification  des  solutions  des  équations  simultanées 
aux  dérivées  partielles  à  une  inconnue. 

Si  l'on  écrit  au  hasard  plusieurs  équations  aux  dérivées 

partielles  entre  une  seule  fonction  inconnue  w,  les  variables 

,        1 ,  .    ,  au  du 

.Ti,  ^25  •  •  . ,  J^rt  et  les  dérivées  p^  =  - — ?  "  •■>  Pn^=  ^— '  ces 

équations  ne  seront  pas  en  général  compatibles;  toutefois, 
on  conçoit  qu'une  même  fonction  u  puisse  quelquefois  satis- 
faire à  plusieurs  équations,  sans  toutefois  que  ces  équations 
soient  algébriquement  identiques. 
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Nous  dirons  que  plusieurs  équations   aux  dérivées  par- 
tielles 

(1)  /l  =  0,  /2  =  0,  ...,  //M  =  0 

forment  un  sjstème  complètement  intégrahle,  ou  même 
simplement  un  système  intégrahle,  s'il  existe  une  fonction  a 
satisfaisante  toutes  les  équations  (i)  et  renfermant  n —  m  -\-  i 
constantes  arbitraires;  n  désignant  le  nombre  des  variables 
.ri,  ^25  •  •  •  ■»  ^n  et  m  le  nombre  des  équations  du  système. 

Lorsqu'un  système  tel  que  (i)  admet  une  intégrale  com- 
plète 

('2)  F(W,   a^i,  372,    .  .  .,   ^n,   «I,   CLï,    ■     -,   «[jJ^O, 

a, ,  «2,  .  .  . ,  r/j;,  désignant  ^  =  n  —  m  -f-  i  constantes  arbi- 
traires, on  peut  reproduire  le  système  (i)  en  éliminant  les  a 
entre  (2)  et  ses  dérivées 

dF  ôF  dF  ÔF 

^    ^  dxi       ^    du  0X2  ou 

car  u,  pi^  p.2^  .  .  .,  Pu  tirés  de  (2)  et  (3)  doivent  rendre  (1) 
identique;  les  équations  (i)  sont  donc  des  conséquences  de 

(2)  et  (3)  ne  contenant  pas  les  a;  ce  sont  donc  les  résul- 
tantes provenant  de  l'élimination  des  a  entre  (2)  et  (3). 

G.   Q.  F.   D. 

Pour  qu'une  solution  puisse  être  considérée  comme  com- 
plète, il  faut  que  les  constantes  a  soient  distinctes,  c'est-à- 
dire  que  les  formules  (1)  soient  les  résultantes  uniques  de  (2) 
et  (3). 

La  méthode  de  la  variation  des  constantes  de  Lagrange, 
exposée  à  propos  d'une  seule  équation,  permet  de  généra- 
liser une  solution  complète  et  d'en  déduire  :  i"  une  inté- 
grale dite  générale  se  réduisant  pour  x^  =  ç, ,  ^2  =  ^2?  •  •  •  » 
œ^_,i  =  i^^n  à  une  fonction  arbitraire  des  autres  variables  x; 
2"  d'autres  moins  générales  et  que  l'on  doit  considérer 
comme  singulières. 
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Mais  les  équations  (i)  peuvent  encore  admettre  des  solu- 
tions 5mi,'7///V/7  s,  sans  posséder  d'intégrale  complète,  comme 
nous  le  verrons  dans  la  suite.  Il  existe  des  conditions  qui 
expriment  que  les  équations  (i)  possèdent  une  intégrale  com- 
plète; nous  les  appellerons  conditions  d' intégrabililé  com- 
plète ou,  tout  simplement,  pour  abréger  le  langage,  condi- 
tions d'inlégrabilité  du  système  (i). 


VIII.  —  Théorèmes   sur  les  équations  aux  différentielles  totales 
et  les  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles. 

Considérons    un    système    d'équations    aux    différentielles 

totales 

/   dui    :=Xiidxi  -T-Xi^dx^  -^. .  .-^Xindxn, 

1  dii2  =X^idxi  -T-X't^dx^  -^ . .  .-{-X^ndxii, 

^^         I ;" :•■••■ ; ' 

'i  du„i  —  X„ii  dxy  -r-  A,„2  clx^  -^-  .  .  .-r-  X„ifi  dx,i- 

Supposons  ce  système  intégrable  (et  par  là  nous  entendons 
qu'il  admet  une  solution  renfermant  m  constantes  arbi- 
traires); soit 

(2)  o  =  a 

une  intégrale  de  ce  système,  cp  désignant  une  fonction  des 
u  et  des  x  et  t.  désignant  une  constante  arbitraire.  Dire  que 
C3  =  a  est  une  intégrale  de  (i),  c'est  admettre  que  l'on  peut 
adjoindre  à  (2)  m —  i  autres  équations,  ûp,=:a,,  ..., 
cp/„_,  =  ^m-\^  telles  que  les  valeurs  de  w,,  Wo?  •  •  •  •>  ^^mi  tirées 
de  là  et  portées  dans  (i),  rendent  ces  équations  identiques 
quels  que  soient^,,  x.2-,  .  .  . ,  ^«  et  a,  a,,  .  .  . ,  a„i_<,  et  l'on 
peut  même  ajouter,  quelles  que  soient  les  fonctions  de  ^i, 
^To,  .  .  .  que  Ton  mette  à  la  place  de  a,  a,,  .  .  . ,  y.m-\- 

Ceci  revient  à  dire  que  les  valeurs  de  «,,  u^^  ...  tirées 
de  (2)  et  de  ses  analogues  rendent  identiques  les  équations 

3  du^__^ 
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Différentions  donc  (2)  et  ses  analogues,  pour  en  tirer  les  ^; 

nous  aurons 

/    à(£>          do    clux         ào    dif^  ào     du,„  _ 

i  âxi  "^  âui  dxi  "^  du2  dopy  '  *  '  '    du„i    dxx 

(4)          ',    dcp          do    du  y    ,     ào    du.,  ào     dum  _ 

dx^__  "^  ôiiy  dx^_    '    du=i  dx=i  '  '  '       du ,n    dx^ 


si  l'on  tire  les  -j-^  de  là  pour  les  porter  dans  (3),  les  équations 

ne  seront  peut-être  pas  identiques  ;  mais  elles  le  deviendront, 
si  l'on  suppose  les  u  remplacés  par  leurs  valeurs  tirées  de  (2) 
et  de  ses  analogues  :  alors  il  faut  qu'elles  soient  identiques 
avant  cette  substitution  aux  u  de  leurs  valeurs  tirées  de  (2), 
puisque,  les  a  étant  arbitraires,  on  peut  supposer  les  rela- 
tions (3)   satisfaites  quels  que  soient  les  u.  Ceci  revient  à 

dire  que  l'élimination  des -^  entre  (3)  et  (4)  fournit  des 

identités  :  or  l'élimination  peut  se  faire  en  remplaçant  dans  (4) 

-^—  par  X/y-;  on  a  donc  les  identités 


(5) 


do 
dxy 

-\- 

d^ 
dui 

Xn- 

do 
dXa 

-h 

dux 

Xi„ 

^c£>  do 

dM2  àu,,; 


do  do 

^  Y     -t_       _u  . L. 

-       ■  A.2/i  -t-  .  .  .  -1        ; 

Ou^  du,,, 


donc  toute  intégrale  o  ^=  olcIu  système  (\)  fournit  une  inté- 
grale C2  commune  aux  équations  dérivées  partielles  simul- 
tanées (4)- 

Réciproquement  :  toute  intégrale  commune  aux  équa- 
tions (5)  égalée  à  une  constante  arbitraire  fournit  une 
intégrale  du  système  (i). 

En  effet,  les  formules  (5)  étant  identiques,  en  les  combinant 
avec  (3),  on  aura  des  équations  (4)  identiques  à  (3)  ou  équi- 
valentes à  (3);  or,  les  équations  (4)  ayant  lieu,  on  a  <icp  =  o; 


\, 
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donc  cp  c^  const.  est  une  conséquence  de  (3)  ou,  ce  c|ui  revient 
au  même,  de  (i).  c.  q.  f.  d. 

11  résulte  de  là  que,  quand  on  saura  trouver  m  solutions 
communes  aux  équations  (5)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  une 
solution  renfermant  m  constantes  arbitraires,  outre  celle  que 
l'on  peut  toujours  ajouter  à  une  solution  quelconque,  ce  qui 
consliluo  une  intégrale  complète  quand  on  les  combine  linéai- 
rement, on  pourra  intégrer  le  système  (i)  et  qiie^vice  versa, 
sachant  et  pouvant  intégrer  le  système  (i),  son  intégrale  la 
plus  générale  F (c9,  C5,,  .  .  . ,  p„i_,)i=r  const.  fournira  l'intégrale 
la  plus  générale  F(c5,  es, ,  cpo,  .  .  •  ,  '^,n-\  )  commune  aux  équa- 
tions (5). 

Les  conditions  d'intégrabilité  complète  d'un  système,  tel 
que  (5),  sont,  comme  l'on  voit,  les  mêmes  que  les  conditions 
d'intégrabilité  du  système  (i). 

IX.  —  Intégration  des  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles. 

Considérons  d'abord  le  système  suivant  d'équations  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles,  mais  à  une  seule  fonction 
inconnue  u, 

au   _  di,.  _  du    _ 

y,,  y'2?  •  •  •  if  m  désignant  des  fonctions  données  des  variables 
^,,  t^j  -  .  . ,  tni,  .r,,  ^27  .  .  . ,  ^//  et  des  dérivées/?,, />.>,  .  .  . ,  p^ 
de  la  fonction  u  prises  res[)ectivement  par  rapport  à  x^^ 
Xo,  .  .  .  ^  x,i]  nous  supposerons  que/*,  ,y2,  •  .  . ,//«  ne  contien- 
nent pas  la  fonction  inconnue  u  elle-même. 

Si  le  système  considéré  (i)  admet  une  solution,  on  devra 
avoir 

(  2  )  du  —pidxY-^.  .  .-i-pa  clXa  4-  J\  clti--.  .  .-\~  f ,n  clt  ,n . 

Supposons  que  l'on  change  de  variables  et  qu'à  x^,  x^,  .  .  . , 
:r„  on  substitue  de  nouvelles  variables,  fonctionsdcTi,  jCo,  . . . , 
Xn^  ({•)  ^J,  •  .  .,  tfu  et  que  je  désignerai  par  a,,  a^,  .  .  .,  a/^.  Si 
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l'on  convient  de  désigner  par  un  d  les  différentielles  totales 
prises  en  faisant  varier  les  t  et  en  laissant  les  a  constants,  et 
par  un  o  les  différentielles  prises  en  faisant  varier  les  a  et  en 
laissant  les  ^constants,  la  condition  (2)  pourra  être  remplacée 
par  les  deux  équations 

(  3 }     du  —  pi  clxi  -f- />2  dx^  -H .  . .  4- /?« dx,i  -i-  /i  C?^i  + .  .  .  -^fm  dt,n , 

(4)  ou  =  piOXi-^-p^OX^-^.  .  .^  Pfi^^ri} 

OÙ  du,  dXi,  .  .  .  n'ont  plus  le  même  sens  que  dans  (2).  Si  la 
solution  existe,  elle  sera  donnée  en  intégrant  la  formule  (3), 
et  l'on  aura,  en  désignant  par  c  une  fonction  des  a,  à  laquelle 
se  réduit  u  pour  ^^  =:  ai ,  t2=^  «27  •  •  •  ?  fm=  cim^ 

{'S  bis)  u—  c  -i-  j  (pi  dxi  + .  . .  +/i  <i^i  + .  . .  ), 

l'intégrale  étant  prise  par  rapport  aux  t  en  laissant  les  a 
constants,  de  manière  à  s'annuler  pour  ti  =  ai^  , ,  . ,  tffi=  a,u' 
Cette  formule  différentiée  avec  la  caractéristique  0  donne 

OU  encore,  en  appelant  th/  et  ^/  les  valeurs  de  pi  et  Xi  pour 
t ^  —  ^ \  1  ^2  —  ^2  ?   •  •  *  ? 

ou  —  oc  -\-  piOXi  -r.  .  .-+-  p,iOX,i  —  rnri  0^1  —  .  .  .  —  TîT/i  Ô^/z 

( opi  dxi  —  dpi  0^1  -f- . .  .  +  ^/i  dti  -i-  0/2  dto  . .  •  ); 


/< 


on  aura  évidemment  satisfait  aux  formules  (3)  et  (4)  si  l'on 
pose 

(5)  oc  =  7niO;i+  7ÏT2  0;2-+--  •  .-HTn,j8ç,i, 

et  si  l'on  peut  égaler  à  zéro  la  quantité  placée  sous  le  signe 
/  •  Nous  pouvons  annuler  cette  quantité  en  annulant  séparé- 
ment les  coefficients  des  op  et  des  8x.  On  obtient  ainsi  un 
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système  d'équations  aux  difTércntielles  totales  que  voici  : 

/ 


(6) 


-  dx^  =  -P~   dt^  H-  -^i--  dti  -T- . 
àpi                 dp, 

-dx,=  pdt,-^p-dt,-^, 
dp. 2              dpz 

dp, 

■  +-{fdt,„, 
àpi 

'    ''-^"'dt 

Supposons  ce  système  (6)  intégrable  et  intégré  avec  2n  con- 
stantes arbitraires,  fonctions  des  a  bien  entendu.  Supposons 
de  plus  l'équation  (3)  également  intégrable  quand  aux  dx  on 
aura  substitué  leurs  valeurs  tirées  de  (6).  Les  équations  (3) 
et(4)  seront  satisfaites  si  l'on  peut  en  même  temps  satisfaire 
à  (5).  On  peut  y  satisfaire  comme  il  suit  : 

Intégrons  le  système  (6),  (3),  de  telle  sorte  que,  pour  ti  =«), 
t.2=:z  a.2j  .  .  . ,  on  ait^i  =  ^,  =  a,,  ^2  =  Ç2  =  3Co,  .  .  .  ,^,  =z  d,, 
p.j  z=  m.yj  .  .  .  el  u  =  c.l^R  formule  (5)  sera  satisfaite  en  posant 

■    àF  àF 

Les  intégrales  de  (6),  (3),  où  les  Ç,  les  m  et  c  seront  liés  par 
les  relations  (7),  feront  connaître  les/?,  les  ^  et  u  en  fonction 
des  a  ou  des  ç,  et  l'élimination  des  ?,  m,  c  et  des  p  entre  les 
intégrales  de  (6),  (3)  et  (7)  fera  connaître  u. 

La  valeur  de  u  ainsi  calculée  se  réduira  à  F(Xi,  .  .  .,  x^) 
pour  ^,  ^  rt,,  ^o  =  <7o,  ...  (p.  19). 

Mais  on  peut  aussi  diriger  l'intégration  autrement;  si  l'on 
suppose  en  effet  ô;,  =  o,  ôço  =  o,  ...,  ou  les  ^  constants 
avec  ^11  =  0,  l'équation  (5)  sera  encore  satisfaite,  de  sorte 
que  l'on  aura  encore  une  intégrale  en  éliminant  les  tu  entre 
les  intégrales  de  (6),  (3).  Cette  intégrale  renfermera  les  con- 
stantes arbitraires  Ç, ,  ^o,  . . . ,  i/^.  Ce  sera  une  intégrale  com- 
plète. 
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Quand  on  connaît  une  intégrale  complète  d'an  sj'stème 
d'équations  simultanées,  tel  que  (i),  la  méthode  deLagrange 
exposée  pour  le  cas  d'une  seule  équation  permet  de  trouver 
la  solution  commune  la  plus  générale,  laquelle  renferme  une 
fonction  arbitraire. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  une  solution  V  com- 
mune aux  équations  (i)  renfermant  n  constantes  arbi- 
traires i,,  ^o,  .  .  .,  ^n,  abstraction  faite  de  celle  cjue  l'on 
peut  toujours  ajouter  à  V,  le  système  (6),  (3)  sera  inté- 
grable. 

En  effet,  posons 

d\  d\  dY  _ 


(8) 


...  =^" 

à^=^^ 

dV 

rn,,  TîTo,  .  .  .  désignant  des  constantes  arbitraires;  je  dis  que 
ce  seront  les  intégrales  du  système  (6).  Pour  le  prouver, 
représentons  par  un  cl  une  différentielle  prise  en  faisant 
seulement  varier  les  ^,  et  par  un  o  une  différentielle  prise  en 
faisant  varier  seulement  les  m  et  les  5;  nous  aurons 

,,.       dV    ,         r)V    ,  r)V    ,  âV    , 

rt  V  =  v^  dt^  -r-  -—  a/o  + .  .  .  -1-  -r —  axi  -I-  ——  dxo  H- .  .  . 

ou  bien,  en  vertu  de  (i)  et  (8), 

dW  =  fi  dix  -r-  ft  dti   - . .  .-r- Pi  dx^  -i-  p.2  dx2  -h .  .  ,  , 
d'où  l'on  tire 

( 9 )  0  d\  —  \  of  dt  -x~  ^ /^  5  clx  -r-  2,  ^P  ^^' 

D'un  autre  côté,  on  a 

ou,  en  vertu  de  (8), 
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d'où 

c?  0  V  —  ^  dp  o.r  -r-yp  odx. 

Cette  équation  retranchée  de  (9)  donne 

o  =  \^ùf  dt  ^y  Zp  dx  —  >  dp ox ; 

or,  les  ù^  et  les  oct  étant  arbitraires,  il  en  sera  de  même  des 
op  et  des  ox.  On  pourra  donc  égaler  leurs  coefficients  à  zéro, 
après  avoir  développé  les  0/.  On  trouve  alors  les  équations 
(6);  donc  (8)  sont  les  intégrales  de  (6).  c.  q.  f.  d. 

L'équation 

du —^.P  dx   -^^f  dt  i 

est  alors  intégrable;  car,  en  vertu  de(i)  et  (8),  elle  se  réduit  à 

,        V^  du    ,        xr'  <)u    , 
du  =  >  —  dx  ^-7   —  dt  : 
^Ox  ^  'U 

donc  l'intégrabilité  du  système  (i)  entraîne  celle  des  équa- 
tions (6)  et  (8)  et  vice  versa. 

Tout  système  d'équations  simultanées  aux  dérivées  par- 
tielles à  une  seule  fonction  inconnue  peut  se  ramener  à  la 
forme  (i).  En  effet,  on  peut  d'abord  faire  disparaître  la  fonc- 
tion inconnue  elle-même  par  l'emploi  de  l'un  des  procédés 
indiqués  par  Jacobi  (p.  53)  pour  le  cas  d'une  seule  équation, 
et  résoudre  ensuite  le  système  proposé  par  rapport  aux  déri- 
vées -—  :^  /",,—-  =r  /"o Si  cette  résolution  est  impossible 

OU  si  même  elle  paraît  incommode,  on  pourra  se  dispenser  de 

I      r  •  111  '    '     àfx      df.j  dfx     df.-> 

le  taire  en  calculant  les  quantités  -:—  ?  -^^  >  •  •  •  ?    '—  >  -r-^  j  •  •  • 

'  OXi       0X2  Opi       Op2 

par  la  méthode  des  fonctions  implicites  et  en  substituant 
leurs  valeurs  dans  les  équations  (6);  mais  alors  à  ces  équa- 
tions (6)  et  à  l'équation  (3)  il  faudra  adjoindre  les  équations 
proposées  qui  servent  à  définir  les  /,  lesquels /*  entreront 
dans  les  équations  auxiliaires  (6)  modifiées  comme  il  vient 
d'être  dit. 
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X.  —  Conditions  d'intégrabilité  d'un  système  d'équations 
simultanées  aux  dérivées  partielles. 

D'après  ce  que  l'on  a  yu  au  paragraphe   précédent,   les 
conditions  d'intégrabilité  d'un  système,  tel  que 


(I) 


du 


du 
dû 


U 


du 
dt,„ 


Jnir 


doivent  être  les  mêmes  que  les  conditions  d'intégrabilité  du 
système  d'équations  aux  différentielles  totales  que  l'on  pour- 
rait appeler  canonique 


(•^) 


dpi 


dpi 


àfx     r  df,     , 

dx=i  —  ~ —  ati  -T-  ~-^  dt'^ 
dp-i  dp:. 


-  ^J^  dt 

.         cil, 
dp  2 


dpx 
dp^_ 


à.f\ 


dt. 


''■^'du^...^'^di. 


dxi 


àfx     ,  df,    , 

3^-  dt,-+-  -r^dt^ 
dx^  dxc, 


dxi 

df,n 

dx=> 


dt, 


(3) 


du  =   2,f  di  -r-     T  p  dx. 


Or  les  conditions  d'intégrabilité  du  système  (i)  sont 


à\fj    .  y    à\fj    dfk     y    d\fj    df, 

dpidtk    '  Ji^dpidpxy  dx^       ^ddpidx^  dp^ 


d\fu 
dpi  dt 


dVk      dfj 
dpidp^  dx^       ^màdpidx^  dp^' 


2id^l 


à\h      dfj 


et  d'autres  équations  analogues  obtenues  en  changeant  pi  en 
Xi.  Cette  formule  et  ses  analogues,  en  posant 
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U's  iennent 


(4) 


et,  par  suite,  pour  que  les  équations  (2)  soient  inlégrables, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  expressions 

dt,       ôtj       ^•^^'•^'•' 

soient  indépendantes  des  x  et  des  p.  Maintenant,  pour  que, 
en  outre,  (3)  ou 


dt^  —  o 


soit  intégrable,  il  faut  que 

^>    /  /•        .       à/,-  dfj  \        V     ^     /  /•  "^fi  \  ^Z^- 


Ces  équations  peuvent  s'écrire 


dtj       ^dpAdl,,        ôtj) 

[A 
-l^P^  i   ^f-  /^-^  -   '^J-  ^^-^  '-^P^  ^.   '■^^'  ^^-^  =  ^ 


^  ~  ^  ~Âd  d^\di;,~^j)p^^  ^^•^^'  -^'-^ 


et,  en  vertu  des  relations  (4), 

àfj       àU         .     . 

lolles    sont  les   conditions  d'inlégrabilité  complète  du  s^s- 
Irme  (i). 
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On  peut  trouver  les  conditions  d'intégrabilité  d'un  système 
de  n  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  sans 
joour  cela  avoir  besoin  de  le  résoudre  par  rapport  à  m  déri- 
vées. En  effet,  si  l'on  suppose  t^^=  Xn^\-,   ...,  ^m  =  ^/i+7«, 

du  du  .     •  n        r  -^ 

-^  =Pn+\,  ^  =Pn+2,  '"  et  SI  1  on  fait 

u.  =  7n-h  II 

if-  f.^=   V   (^^^^  ^\ 

l'équation  (5)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante 

(6)  (/y,/A)  =  o, 

le  symbole  (/i,  fk)  n'ayant  plus  le  même  sens  que  dans 
l'équation  (5);  on  peut  d'ailleurs  écrire  (6)  ainsi 

(6  bis)  {Pn^j,  Pu+k)  ==o, 

Pn+j-)  Pn+k  étant  tirés  des  équations  proposées  en  fonction 
des  ^,  des  t  et  des  autres  p.  Supposons  que  les  équations 
données  soient  de  la  forme 

,     ,  (    Fi(/?i,/?2,    .  .  .,  p,n+n,   ^1,  ^2,    •  .  •  ,  ^,«+rt)  =  O, 

on  a,  en  général,  en  appelant  a,  [i  des  fonctions  de  Fi ,  . . . ,  F^, 

~ 2à\d¥i  dpn  dFj  dxn        âl^  dxn  dFj  ~dp^ 


Supposons  que  l'on  prenne  a  ==  F;^,  [î  =  F/  et  que  les  variables 
F  soient  précisément/? //^4, /;//^2i  •  •  •;  cette  formule  deviendra 

^F    F^     y     ^(F/qF/) 

{b/,,   ti)=    y-TT- —n -xiPn+i,Pn+j), 

^^  0\Pii^i,  Pri+j) 

donc  les  formules  (G)  entraînent  les  suivantes  : 

(8)  (F/,,  F/)  =  o. 
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Réciproquement,  les  formules  (8)  entraînent  (6);  car,  en  pre- 
nant pour  a,  p  deux  des  quantités  /?«+/,  on  a 

c'est-à-dire,  si  les  formules  (8)  ont  lieu, 

(Pn+i,  Pn-hj)  =  0; 

ainsi,  pour  que  le  système 

^9)  1^  =  0,         F2  =  o,         ...,         F,„  =  o, 

dans  lequel  Fj,  Fo,   ...   désignent  des  fonctions   de  x^-, 

X2,  .  .  • ,  x,i  et  de  /?,  =  -. — ,  ..-,/>„  =  - — ,  soit  intégrable 

complètement,  il  faut  et  il  suffit  que  (F/,  Fy)  =:  o  e/^  tenant 
compte  de  (g). 


XI.  —  Intégration  d'un  système  qui  ne  possède 
pas  de  solution  complète. 

L'intégration  d'un  système  qui  ne  possède  pas  de  solu- 
tion complète  a  été  ramené  par  Bour  [XXXIX*^  Cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  {Mémoires  sur  les 
équations  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre)] 
à  l'intégration  d'un  nouveau  système  possédant  une  telle  solu- 
tion. 

Soient 

(i)  Fi  =  o,         F2  =  o,         ...,         F,„  =  o 

les  équations  à  intégrer  : 

i''  Si  les  équations  (F/,  Fj)  =  o  sont  identiques,  ou  le 
deviennent  en  vertu  de  (i),  on  appliquera  aux  équations  (i), 
complètement  intégrables,  la  méthode  exposée  plus  haut, 
ou  toute  autre  méthode  permettant  de  calculer  l'intégrale 
complète  qui  existe. 
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•2''  Si  les  conditions  (F^-,  Fy)  =  o  ne  sont  pas  satisfaites  et 
si  l'on  a,  par  exemple, 

les  équations  n'ont  pas  de  solution  commune.  En  effet,  si 
cette  solution  existait,  on  devrait  pouvoir  adjoindre  à  (  i  )  de 
nouvelles  équations  Ffu+i  =  o,  .  .  . ,  F„  =  o,  telles  que  l'on  ait 

précisément 

(F,,  Fy)  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  y  moindres  que  /?  +  i ,  et  d'où 
l'on  puisse  tirer  les  p. 

3"  11  pourra  se  faire  que  l'on  ait 

{Fi,   Fj)^^ij{Xi,  X^_,    .  ..,  X,,,  pi,  po,    ...,pn). 

Dans  ce  cas,  il  faudra  voir  si  les  équations 

(F,,   Fy)=0 

jointes  aux  équations  (i)  peuvent  former  un  système  se  rédui- 
sant au  plus  à  n  équations  distinctes,  et  dans  ce  cas,  voir  si 
ces  équations  satisfont  aux  conditions  d'intégrabilité.  Si  les 
équations  (i)  et  (F/,  Fy)  ^=  o  forment  un  système  de  plus  de  n 
équations  distinctes,  le  système  (i)  n'admet  pas  de  solution. 
S'il  forme  un  système  de  fi  ou  de  moins  de  n  équations,  il 
pourra  se  présenter  deux  cas  :  i"  ou  les  conditions  d'intégra- 
bilité sont  satisfaites  pour  le  nouveau  système  et  sa  solution 
complète  sera  solution  de  (i);  2°  ouïes  conditions  en  question 
ne  sont  pas  satisfaites,  et  alors  il  faudra  traiter  le  nouveau 
système  comme  le  système  (i),  et  l'on  finira  par  décider,  en 
continuant  ainsi,  s'il  y  a  ou  s'il  n'y  a  pas  de  solution  commune 
aux  équations  (i). 

XII.  —  Problème  de  Pfaff. 

Pfaff  a  fait  connaître,  en  i8i4,  dans  les  Mémoires  de  r  Aca- 
démie de  Berlin,  une  méthode  pour  l'intégration  d'une  équa- 
tion aux  différentielles  totales,  qui  a  une  grande  importance 
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[)aice  qu'elle  a  été  le  point  de  (h'par!  des  Lravaux.  de  Jacobi 
sur  les  ('(|uali()us  aux  dérivées  partielles  ;  nous  allons  l'exposer. 
Le  prohlèine  de  ITall"  eonsiste,  étant  donnée  l' équation  aux 

(Il  jl'érciUieUcs  tota/cs 

(M  Xi  dcci  -r-  \.>(/''.^      ...  -  X,i  dx„  =  o, 

da/is  h  n nielle  X,,  Xo,  •  .  . ,  X,;  sont  fonctions  de  x^^x^.  .-•, 
.l'n,  à  1(1  remplacer  par  une  autre  renfermant  une  variable 
de  moins. 

l  n  eliangement  de  variable  consistant  à  remplacer  ^,, 
To'  •  •  •  par  des  fonctions  ^',,  y.2^  .  .  .,  y,i  de  ces  variables 
transforme  cette  équation  en  une  autre  de  la  forme 

Yi^,    -Y2<;'2      ...  .Y„dy,~-o, 

où  Y|,  Yo,  .  .  .  sont  fonctions  dey,,  y.y,  •  .  .  ;  mais  on  ne  peut 
pas  demander  que  \  ^  =  o  et  que  Yo,  Y3,  .  .  .,  Y,i  ne  contien- 
nent plus  jK,  ;  en  effet,  pour  résoudre  ce  problème,  il  faudrait 

poser 

àY.                               dY„ 
Y.--0,         — -  =  o,  ...,         —  o, 

et  ces  équations  ne  sauraient  en  général  avoir  de  solutions 
laissant  JK0JK2'  •  •  ",yn  variables. 

Mais  on  arrive  au  but  que  l'on  se  propose  en  supposant 
Y,  =  o  et  en  faisant  en  sorte  que  jj  n'entre  qu'en  facteur 
dans  Y 2,  .  .  .,  Y,,;  nous  sommes  ainsi  conduits  à  chercher  la 
solution  du  problème  suivant  : 

Etant  donnée  l'expression  différentielle  sui^^ante,  dans 
laquelle  la  notation  d\]  ne  représente  pas  nécessairement 
une  différentielle  exacte , 

dV)  =  Xi  dxi  -t-  X2  <:/^2  -  •  .  •  T-  y^n  djc,, , 

on  propose  de  la  transformer  en 

d\]  —  Y^  dfx  -  r-  Y2  dy^_  -f- . . .  -t-  Y,i  dy-^ , 


l36  CHAPITIIK     III. 

les  quantités  Y,,  Y^,  .  .  •  satisfaisant  aux  conditions 
i'i)  Yi  =  o,        Y2=Z,N,         ...,        Y„=Z„N, 

Zo,  .  .  . ,  Z//  ne  contenant  pas  y^ 

Les  équations  (2)  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 


('2  bis) 


dyi  r/71 


1  ,    •  7    1  •     /    <^noofN       r^  1 

en  désignant  par  /i  la  quantité  —7-; Dans   la  suite,  nous 

désignerons  par  un  d  une  différentielle  relative  à  r,,  les 
variables  JK2 7  •  •  -t  Xu  restant  constantes,  et  par  un  0  une  diffé- 
rentielle prise  en  faisant  varier  jKo?  •  •  -^J'»'  mais  en  laissant^, 
constant,  et  nous  poserons 

(3)  8U  —  Xi 0^1-1-  Xaôa^o^.  .  .-^  Xfi^^n, 

(  4  )  dU  =  Xi  dxi  -f-  X2  dx2  -1- .  . .  -  X„  dcr,i . 

Nous  déduirons  de  là 


doU  =  \^  <iX/  oxi  -^^^XiO  dxi , 
0  d\}  =  \  SX/  t/^i  -f-  \^  X/  8  dxi 


et,  par  suite. 


ou  bien,  en  développant  oX/  et  <^X;-, 

—    -r —  dxx  +  — —  dx=>  H- . .  .    037/    , 
\dX'^  ôx^        '  )       J 

ce  que  l'on  peut  écrire 
Eu  posant 


_        _  dXi       f)X,- 
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celte  foniiulc  devient 

(  5  )  0  d\J  -  -  </  0  U  —  ^  aij  dxi  oxj  ; 

on  trouverait,  d'une  façon  analogue, 

0  <^U  —  f/  ÔU  =  ^  bij  clfi  CJ7, 

et,  comme  dj\^  .  .  .  ,  <:////?  ^y«  sont  nuls,  on  a  seulemenl 
od\]    -  do\}  —   7  bxjdjx  OYj, 

et  Y,  étant  nul,  b^j=  —  -7-^?  et  même,  en  vertu  de  (2 bis), 
b^j  =  —  A  Yy,  en  sorte  que 

(6)  odU  —  doV  =  —  y  hYjdyi  rjfj. 

Or  Yy  est  le  coefficient  de  dvj  dans  f/U,  et 

d\j  —  Xj  dxx  -f- .  . .  -h  X„  <i^,i 


—    Xi  -—  +  . . .  -T-  X„  - —    dy,  -T- .  .  .  ; 
on  a  donc 

la  formule  (6)  devient  alors 

oVU-rfSU  =.  -Arf^.;^87,(x,  gl  +...-X,,  ^^ 

et,  en  vertu  de  (5), 

^aijdxir.xj  -  -  hdY,^^yj{\,  _^  +.  .  ._-  X„  -^ 
ou 
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Egalons  les  coefficients  des  quantités  oji,  oy^^  .  .  . ,  oy„^  il 
viendra 

y  7         ^^i  7      7         /v       ^"^1       ,  ,      V        ^"^« 

y  aijdxi  -^—  +  /irf/i     Al h .  .  .+  \rt  -. — 


o. 


Or  l'équation  Y,  =  o  peut  s'écrire 

dXy                    dX2      ^ 
Al h  A2   -r h  .  .  .  =  O, 

et,  comme  on  a 

\  aij  dxi  dxj  =  o , 

l'équation  précédente  pourra  se  mettre  sous  la  même  forme 
que  les  équations  (7), 


/     7  .        V^  ,      àx;        ,    ,      /,^    dxi  „     dx„ 

I^e  s^'stème  (7),  (7  bis)  entraîne  les  équations  suivantes 


(8) 


«]  1  dxi  -r-  ai2  dx^_  -I- . .  -i-  ai,i  dx,i  -4-  X 1  A  dy^  —  o, 
«21  «r/iT]  -^  «22  '^'^^2  -+-...  -t-  «i«  c?.r„  -^  X2  A  û(7i  ~  o, 
' j 

a, Il  dxi  -f-  a„2  <^-272  -^ .  .  .-î-  a,in  dx,i  -h  X,j  A  dyx  =  o  ; 


car  il  est  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  premiers 
membres  de  ces  équations.  Ce  sont  les  équations  (8)  qui, 
comme  nous  allons  le  voir,  fournissent  la  solution  du  pro- 
blème de  Pfaff. 


XIII.  —  Examen  des  divers  cas  du  problème  de  Pfaff. 

Premier  cas  :  Le  déterminant  >  zh  ana^i  •  •  ■  Cinn  n'est 

pas  nul.  —  Alors  n  est  nécessairement  pair,  car  le  déter- 
minant en  question  est  gauche  et  symétrique  (t.  I,  p.  162). 
Dans  ce  cas,  les  équations  (8)  peuvent  être  résolues  par  rap- 
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port  à  dxxi  dx2,  .  •  •,  (Ixa-  Prenons  alors  h  =  i,  les  équa- 
tions (8)  pourront  être  intégrées,  de  telle  sorte  que  n  —  i 
équations  résolues  par  rapport  aux^  constantes  d'intégration 
ne  contiennent  pas  y,;  une  seule  intégrale  contiendra  alors 
cette  variable.  Prenons  i'2,JK3j  •  •  •  ?  y«  égaux  aux  valeurs  des 
constantes  qui  ne  contiennent  pas  yi,et  tirons  jKi  de  la  n'*^"*^ 
intégrale  ;  il  sera  déterminé  à  une  constante  près  :  je  dis  qu'en 
choisissant  ainsi  h^  y,,  JK27  •  •  -,  y/n  1^  problème  de  Pfaff 
sera  résolu . 

En  eftet,  multiplions  les  équations  (8)  par  ojPi,  0X2^  .  •  • , 
rjx,i  respectivement,  et  ajoutons-les  :  nous  aurons  successive- 
ment 

\  aij  dxj  oxi  -r-  A  0  U  <:/>'!  =  o, 

\  aij  dxi  oxj  =  A  oU  dyi , 

à  cause  de  ctij=  —  ciji,  c'est-à-dire 

y^Ul  8L  —  ô  (iL  )  -  h  oU  dv\ 
ou  bien 

^  bij  dyt  Ifj  :^  A  (  Y 1  oji  -.-  .  . .  -f-  Y„  lyn  )  dy^  ; 

en  égalant  alors  les  coeflîcients  de  oy, ,  o/o?  •  •  •  ?  o^i  ^ 

!^ii  dyx  —  612  dy<^  -1- . . . -+-  h^a  dy,i  ^  A  Yi  dyx, 
'■-■ ' 
l>nï  dyi  -r-  bn2  dy^-r-..  .-r-  bnadya  =  IiY  ,idyx. 

Or   on    a   supposé  jk2)  JK37     •••^  fn  constants;    donc    dy^^ 
dfi,  .  .  .  sont  nuls,  et  les  dernières  équations  deviennent,  en 

remplaçant   bu,    t>o,,    ...    par  leurs  valeurs  o,  -^ -j—^ 

()Y.3         r)Y, 


i4o 
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c'est-à-dire 

o  =  Yi, 

aiogN 

le  problème  de  PfafF  est  donc  résolu. 

On   peut  un    peu    simplifier   les  calculs  en   intégrant  les 
équations  (8),  de  telle  sorte  que  pourji  =.XÎ,  on  ait^i  =  x\^ 

^2  =  ^2  1  '  •  •  '  ^^^^^  ^^  ^ 

Y   _  X     ^""i  _4-  X    ^""^  ^ 
ôyt  dyt 

et,  par  suite,  comme  T7==  ^/  excepté  pour  i=^  \,  on  a 

Faisons,  dans  cette  formule,  ^<  =  ^J.  ^o  =  .3:^25  ...,  nous 
aurons 

XJ-  désignant  ce  que  devient X/  pourri  =:  x%  X2  =  x?2,  ■  -  - , 
en  sorte  que  Ton  a 

Deuxième  cas  :  Le  déterminant  \^±a^^a22"  •  cinn^st  nul. 

—  C'est  le  cas  oii  n  est  impair  :  le  problème  de  PfafF  n'est 
plus  possible,  mais  on  peut  dans  ce  cas  résoudre  un  autre 
problème  qui  peut  avoir  son  utililé,  ainsi  qu'on  le  verra  au 
paragraphe  suivant.  Intégrons,  en  effet,  les  équations  (8)  en 
prenant  h  =  o;  ces  équations  se  réduisent  à  Ji  —  i,  distinctes 
en  général,  et  l'on  peut  prendre  les  constantes  d'intégration 
égales  à  JK25  JKs?  •  •  «^  JK/z-  Supposer  h  nul,  c'est  supposer  N 
indépendant  de  yi  ;  les  équations  (9),  que  l'on  déduit  de  (8), 
se  réduisent  alors  à 

-  ^_^-  ()Y,,       dYi  _ 

~     '  àyi         ày.2  ~     '  *  "  '  âyi         dy^  ~ 


On  peut  poser 


l  1  —  - —  y  Y  /  = h  /./ 

Uyi  dyi 
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les  formules  précédentes  deviendront  alors 

-—  =  o,         .. .,        - —  =  o, 

et  les  fonctions  Zo,   .  .  . ,  Z,^  seront  indépendantes  dej^<;  dU 
prendra  alors  la  forme 

dU  =  -^  dfi-r-  ^  dfi-t-...~Z2dy.2-^...—  Z„  dy^ 

OU 

(10)  dlj  =  dh  -^  Z2  <^j2  n-  . . .  -r-  Z„  dyn^ 

Zo,  Z3,  ...  ne  contenant  pasji.  Si  toutefois  la  fonction  '}  ne 
contenait  pasj^i,  on  aurait  seulement 

(11)  f/U  =  Z;  «:/>',  -^ . . .  -i-  Z;  ^/7„ 
Z!,,  ...  5  Z'/^  ne  contenant  toujours  pas  )  ,. 

Troisième  cas  :  Le  déterminant  ^™  (^hi^-^-yi  •  •  •  «««  ^=5^ 

/^f</  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu\i  ceux  dUin  certain 
oi'dre.  —  On  peut  toujours  prendre  h  =  o,  mais  les  équa- 
tions (8j  sont  en  nombre  inférieur  à  n  —  i;  on  pourra 
prendre  toutes  les  constantes  d'intégration  distinctes  égales 
à  des  j';  les  autres  jk  seront  choisis  arbitrairement,  et,  en  rai- 
sonnant comme  dans  le  cas  précédent,  on  voit  que  d\]  affec- 
tera encore  l'une  des  formes  (lo)  ou  (i  i). 


XIV.  —  Application  du  problème  de  Pfaff  à  l'intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles. 

De  ce  qui  vient  d'être  établi  aux  paragraphes  précédents, 
il  résulte  que  l^ expression  différentielle 

(  A  )  \  i  (A/'i   -  X2  dx-i  — ...  -h  X  /i  dx,i 
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est  réductible  à  Ihine  des  trois  formes 

{a)  yi{^idy,-^-...-r-Yadyn), 

(b)  X^_dy^^-\-...-r-Xndya, 

(  c  )  dyx  -f-  Y2  dy^-^-...--  Y„  dy,,  ; 

ces  formes  soat  susceptibles  d'une  réduction  ultérieure;  les 
formes  (rt),  (b)  contiennent  une  différentielle  de  moins  que 
la  forme  primitive.  Je  dis  que  l'on  peut  aussi  faire  disparaître 
une  différentielle  de  la  forme  (c)  :  en  effet,  la  forme 

Y2  <^72  — .  •  •  -^  Y„  dya 

est  réductible  à  un  des  trois  tjpes 


{d)  z^iZ^dz^^.- 

{e)  Zidz^-\- 

(/)  dz^  -f-  Z3  dz^  -\- 


L,idZii), 
L,iUZfi. 


Si  dans  (c)  on  remplace  Y2  dy^  -1-  .  .  •  -I-  Y,^  dfa  par  l'expres- 
sion [d)  ou  (e),  il  est  clair  que  l'on  fait  disparaître  une 
différentielle  ;  si  on  la  remplace  par  l'expression  (/)  en  posant 
dz2  H-  dy^  =  du,  nous  voyons  que  l'on  fait  encore  disparaître 
une  différentielle.  En  opérant  sur  les  formes  réduites, 
comme  sur  (A),  il  est  clair  que  l'on  peut  encore  faire  dispa- 
raître une  différentielle,  et  ainsi  de  suite. 

Considérons    maintenant    l'équation    aux    différentielles 
totales  obtenues  en  annulant  l'expression  (A) 

X 1  dxi  4-  X2  dx^  -r- . . .  H-  X,i  dx,i  —  o  ; 

on  pourra  faire  successivement  disparaître  de  cette  équation 
p  variables  et  la  ramener  à  la  forme 

Yy.+i  dyj,+i  -H  Y^+2  dyp^^  + . . .  h-  Y^,  dy,,  =  o, 

et  l'on  y  satisfera  en  supposant  jK/j+n  J^/?+2>  •  -  •  7  fn  égales  à 
des  constantes;  de  là,  comme  on  voit,  plusieurs  moyens  de 
satisfaire  à  une  équation  aux  différentielles  totales,  en  se 
plaçant  à  un  point  de  vue  différent  de  celui  où  nous  nous 
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sommes  j)lacés  jiis(|ii'ici,  puisque  cette  fois  nous  admettons 
que  l'on  a  le  droit  de  considérer  plusieurs  variables  comme 
lonctions  des  autres. 

.)"aiii\c  maintenant  à  la  conclusion  de  toute  cette  théorie 
qui  est  riiilégration  de  l'équation  auK  dérivées  partielles 


/(«,  ^I,  •2?2'    .  .    ,  JPtn   t,  Pu  Pi 


Pn  ), 


dans  laquelle  u  désigne  la  fonction  inconnue  des  variables  x^ , 

.7-,,  .  .  .,  x„,  t  elp,,  yj»2,  ...,/>//  les  dérivées  —,  ^,  •••, 

Cette  équation  sera  intégrée  si  l'on  trouve  des  quan- 

tités  Ui^  Pi,  .  .  .,  p,i,  satisfaisant  à  l'équation  aux  différen- 
tielles totales 


(  1 3 )  pi dxi -I- . .  .^ p,idx,i  -vfclt  —  du  -f-  o  f//?i -h 


o  dp  II  =  o. 


Faisons  disparaître  une  différentielle  du  premier  membre 
de  (i3)  en  appliquant  les  principes  exposés  aux  paragraphes 
précédents;  les  équations  (8)  se  réduisent  dans  le  cas  actuel  à 


<  i4 


--dt 


dt 


EL 

dxi 

AL 

OXo 


dpx  -T-  hp^  dyi  =  o, 
dp^-r-  hpidy^^Oj 


L 


—  dx, r^—  dt 

àpx 


dx; 


EL 
àp. 


dt  =■  o, 


EL 

dxi 


dt  —  h  dyi  —  o, 
.     àf 


dxi 


dx, 


dXa 


-+-  ~-  dp^  -h . . .  -h  ^  <iw  -T-  lifdYi  =  o. 
dp^    ^  du  '' 


Si  l'on  intègre  ce  système  de  telle  sorte  que  pour  ^  =  ^*>,  on 
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ait  ^,  ==  ^J,  ...,/?,  ==:/?J,  w  =  u^^  réquation  (i3)  deviendra, 

en  vertu  de  la  remarque  faite  p.   t4o, 

à  laquelle  on  satisfera  en  prenant  w"  =  ^(^y,  x^,,  .  .  . ,  ^JJ), 

m  désignant  une  fonction  arbitraire,  et  p^  =  — -^-  Alors  pour 

intégrer  l'équation  (12),  il  faudra  donc  éliminer  hdy^  des 
équations  (14)5  intégrer  les  équations  résultantes  en  prenant 
^",  .  .  . ,  /?*\  ■  1  if-^  pour  constantes  d'intégration  et  rem- 
placer ces  constantes  par  leurs  valeurs  dans 


"  '  i 


c/^V 


Cette  méthode,  comme  on  peut  s'en  convaincre,  est  identique 
avec  celle  de  Cauchy.  Pfaff  n'avait  pas  pensé  à  prendre 
x\^  .  .  . ,  p\^  .  .  . ,  u^  pour  constantes  d'intégration  ;  aussi  ses 
calculs  étaient-ils  beaucoup  plus  compliqués,  et  il  était  obligé 
d'appliquer  plusieurs  fois  sa  méthode  pour  faire  disparaître 
successivement  toutes  les  variables  t,  x^^  x^,  ...,  oc,i.  Le 
perfectionnement  à  la  méthode  de  Pfaff,  que  nous  venons 
d'exposer,  est  dû  à  M.  Darboux  [Bulletin  des  Sciences 
matJiématiqiies ^  janvier  1882). 

Pfaff  a  exposé  sa  méthode  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Metlio- 
dus  generalis  œquationes  differentiarum  partiariim,  nec 
non  œquationes  differentiales  vulgares,  utrasque  primi 
ordinis  inter  quotcumque  variabiles  complète  integrandi 
(Acad.  de  Berlin  i8i4). 

Gauss  {OE  uvres  complètes)  et  Jacobi  {Crelle,  t.  2,  elJouf- 
nal  de  Liouville^  t.  HT,  i'''  série)  ont  successivement  essayé 
de  perfectionner  la  méthode  de  Pfaff. 

M.  Gayley  a  indiqué  un  moyen  simple  pour  résoudre  les 
équations  (8)  par  rapport  à  t/jci,  6/^2?  •  •  •  {Journal  de  C  relie  ^ 
t.  57);  cette  méthode  de  Gayley  est  exposée  et  développée 
dans  le  Traité  de  Baltzer  sur  les  déterminants  (traduit  par 
Houel). 
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XV.  —  Méthode  de  Jacobi. 
Considérons  l'équation  aux  déii\ccs  partielles 

clans  laquelle/?!  ,/;2,  •  •  .,/>// désignent  les  don vces  de  la  fonc- 
tion inconnue  //  par  rapport  aux  variables  JC,,  x^,  ....  ^«. 
Nous  supposons  cpie  u  n'entre  pas  dans/;  quant  k  h,  ce  sera 
une  constante  arbitraire. 

Intégrer  l'équation  (i),  c'est  trouver  pour /y, ,  /)._,,  ....  p,t 
des  fonctions  de  Xi,  x-i^  .  .  .,  Xn  rendant  intégrable  l'équa- 

lion 

du  =  JJy  dxx  —..  .^pa  dxn 

et  satisfaisant  à  (i),  ce  qui  })erniettra  de  calculer  u. 

jNous  supposerons  le  problème  résolu  :  alors  on  devra  avoir 

dxj        dxi  ' 

et  l'on  pourra  supposer  que  les  fonctions  p  soient  données 
par  des  équations  renfermant  des  constantes  arbitraires  au 
nombre  de  n^  y  compris  l'équation  (i).  Si  Ton  suppose  ces 
équations  résolues  par  rapport  à  ces  constantes,  que  nous 
appellerons  A,  A,,  Ao,  •  •  • ,  A//_j.  on  pourra  les  présenter  sous 
les  formes  suivantes;  nous  y  adjoignons  (i)  : 

(3)       f=h,  fi  =  hi,  fi^hi'  .-..  fn-i  =  hn-i- 

Or,  pour  que  les  relations  (9.)  aient  lieu,  il  faut  et  il  suffit, 
comme  on  sait,  que  l'on  ait  identiquement  (p.  90) 

[if,A)  =  0,  (/,     /2)-0.  ....  (/,         /._,)  =  0, 

(/l.  /2  )  =  O,  ....  (/, ,      /„-,  )  =  O, 


''\  

La  question  est  donc  ramenée  à  satisfaire  à  ces  équations 
simultanées  aux  dérivées  partielles,  et  il  semble  que  l'on  ait 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VI  10 
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compliqué  la  question.  Mais  les  équations  (4)  sont  linéaires 
et  d'une  forme  qui  les  rend  éminemment  propres  à  l'intégra- 
tion, comme  nous  allons  le  voir. 

Si  h  n'est  pas  arbitraire,  ilfaudra  remplacer  dans  (4),  pour 
(ju'elles  soient  identiques,  Tun  des  p  par  sa  valeur  tirée  de  (i  ). 

Si  l'équation  proposée  ne  renferme  que  deux  variables,  le 
système  (4)  se  réduit  à  la  seule  équation  (/,  f\)=^  o  ou 

ûxi  dpi         ôpi  dxx         âx2  0/)2        Op2  Ox^ 
Pour  l'intégrer,  on  écrira  les  équations 

dp^  dp=i  dxi  dx=i 


(a) 


(AL)     /^Z)         (êL)        (^) 

\<)xj         \ôx,J  \()pj  \âp,/ 


et  il  suffira  d'en  connaître  une  seule  intégrale  pour  résoudre 
la  question;  en  combinant  cette  intégrale  avec  l'équation 
proposée,  on  en  déduira /?<  et/?2  5  enintégrant/?i  dXi  -\- p^^dx.^^ 
on  aura  immédiatement  une  intégrale  complète  de  l'équation 
proposée.  Les  équations  (a)  sont  les  équations  canoniques, 
ou  elles  deviennent  de  telles  équations  en  égalant  la  suite  des 
rapports  («)  à  dx.  L'intégration  de  l'équation  /*=  o  est  donc 
plus  simple  que  celle  des  équations  canoniques  correspon- 
dantes, puisqu'il  suffit  de  connaître  i^/ie  intégrale  de  ces  équa- 
tions distinctes  de/=  h  pour  résoudre  cette  équation  (c'est 
du  reste  ce  que  fournit  le  théorème  de  Liouville). 

Le  cas  où  l'équation  /=  A  dépend  de  deux  variables  est 
donc  résolu  :  passons  au  cas  général. 

Commençons  par  calculer  la  fonction  /j  ;  il  faudra  pour  cela 
résoudre  l'équation  aux  dérivées  partielles  (f^fi)  =  o  ou 


y  (M.  iù.  _ 

^  \  âxi  i)pi 

àpi  àxi) 

OU  les  équations  différentielles 

ordinaires 

dp  y             dp^_ 

\OxJ         \Ox.J 

dxy       ■ 
[àpj 

dx. 
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OU,  ce  qui  revient  au  même,  en  introduisant  une  variable 
auxiliaire  ^,  les  équations  canoniques 

dx  Opi  dx         Oxi 

Lne  intégrale  quelconque  de  ces  équations  canoniques  ne 
contenant  pas  x  et  renfermant  une  constante  arbitraire  /i, 
i'ournira  une  équation/,  =  Ji^  qui  sera  Tune  de  nos  équations 
(.)),  ou,  si  l'on  veut,  la  valeur  de  la  constante  A,  tirée  de  l'inté- 
grale en  question  des  équations  (5)  fera  connaître  une  fonc- 
tion /  satisfaisant  à  l'équation  (/",  /)  =  o. 

La  fonction /o  doit  satisfaire  aux  deux  équations 

<<>)  {f,f-2)=0,  (/„/2)  =  0. 

Si  l'on  connaît  une  seconde  solution  cp  des  équations  (a),  elle 
donnera  (/,  cp)  =  o,  et,  si  elle  donnait  (f^ ,  cp)  =  o,  on  pourrait 
prendre /2=  cp.  Dans  ce  cas,  on  aurait  satisfait  aux  équa- 
tions (6),  et,  dans  le  cas  particulier  où  /  ne  dépendrait  que 
de  trois  variables,  l'équation  /=  h  serait  intégrée  par  les 
équations /=  h,  /<  =  /i,,y*2  =  ^^2-  Le  théorème  de  Liouville 
permettrait  d'ailleurs  d'achever  dans  ce  cas  l'intégration  des 
équations  canoniques. 

Mais,  en  général,  on  n'aura  pas  (/, ,  cp)  =  o,  mais  bien 

'^,,  '^2?  ■  -,  'f/f  désignant  de  nouvelles  intégrales  et  Of^  une 
constante  ou  une  fonction  des  intégrales  déjà  obtenues;  on 
peut  alors  chercher  parmi  les  fonctions  de  /,  /,,  cp,  (p<,  .  .  ., 
cp/^_,  une  expression /a  qui  satisfasse  à  (/i,/2)  =  o.  On  a,  en 
effet, 

^J^^j-^)~Zàidxt\df  dpi  '  df.dpi-^dodpi--')    •••] 


ou 


(/.,/0=(/../)^-(/../.)^ 


(A  ?)f -•••+(/..  ?-.)4J 
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OU 


(/.,/.)  =  (/.,  f)  f  ^(/..  'f.)  g  +•  ■  •+(/..  ¥^-.)  £tl 


OU  enfin 


(/.•/^)=^.f-?-^|  — ^^^ê 


En  égalant  (/0./2)  ^  zéro,  on  peut  calculery*^  en  fonction  de 
fif\^  ^,  o^,  .  .  .,  ^A_n  3^1  moyen  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

(7)  ?1   3-    +  ?2    1—   +•••-+-  ?A-  V-'^ =0. 


Si  l'on  peut  intégrer  cette  équation,  on  aura  satisfait  au\ 
équations  (6)  et,  je  le  répète,  si  la  fonction  /ne  dépend  que 
de  trois  variables,  le  problème  sera  résolu. 

Cette  méthode,  à  la  vérité,  tomberait  en  défaut  si  c5,  était 
une  constante  K,  parce  que  l'équation  (7)  se  réduirait  à 

Kf  =0 

do 

et  ne  permettrait  pas  de  calculer  /^  en  fonction  de  cp  ;  pour 
continuer  l'intégration,  il  faudra,  ou  bien  remplacer  cp  par 
une  autre  intégrale,  ou  bien,  si  l'on  connaît  une  autre  inté- 
grale d  donnant  aussi  (/, ,  'f')^  const.  =  R',  les  combiner 
ensemble,  et  l'on  aura 

Ci  Cû' 

On  pourra  donc  prendre  f.2=  y  —  777  et  même 

Si  la  fonction /"dépend  de  plus  de  trois  variables,  il  faudra 
encore  satisfaire  aux  équations 

(f,A)=0,  {fl,fs)=0,  (/2,/3)-0. 
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Pour  cela,  on  choisira  une  intégrale  des  équations  canoniques 
-ali-^faisaiit  aux  deux  premières,  ce  que  Ton  est  censé  avoir 
f.iil:  en  appelant  -L  cette  intégrale,  on  posera  6,  rr=  ('^,  yg), 
•l.  y,  )==:  'i>2,  .  .  .,  puis  on  cherchera,  comme  tout  à  l'heure, 
une  fonction  d<'  '!/,.  'L_.-  •  •  •  satisfaisant  -d  (^/^^  /:i)  =  o^  et  ainsi 
de  suite. 

11  est  bon  d'observer  que  l'équation  (-  )  s'intègre  en  posant 

do        dot                   doi.^, 
1    1  »  i  "    •  », 

OU 

r/o  doi  dok-x 


'Il         •'  clt  '-  ■  dt 


iMi  encore 


d'^-^o 

fornuile  où  l'on  a  remplacé /et /,  (qui  n'interviennent  pas 
jtar  leurs  ditïerentielles)  par  les  constantes  Ji  et  /^,. 


XVI.  —  Application. 
I  '   Proposons-nous  d'intégrer  l'équation 

on  posera  les  équations 

dx^  _  dxo  _  r/x.j  _        dpx  _        dp^  _        dp^ 
Pv  Pî  Ps  -^'l  ^'2  ^3 


où  Ton  tire  les  trois  intégrales 


a,,  (f-2^  «:j  désignant  des  constantes.  L'équation  (i)  et  l'équa- 
tion/>■[  -\-  x'-^  =z  ff^  serviront  déjà  à  calculer/;,,  yPo,  />3  ;  il  nous 
faut  une  troisième  équation  ;  pour  cela,  prenant/?!;  -l  .x'z  =  «2, 
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nous  observons  que  («,,  «2)^=0;  il  en  résulte  que  l'on  peut 
poser 


Ces  équations  font  connaître  /^i,  /?o,  p-^  et,  par  suite,  sont  les 
intégrales  du  problème. 


XVII.  —  Perfectionnements  de  la  méthode  de  Jacobi. 

Jacobi,  dans  ses  Vorlesuiigea  ilber  Dynamik,  a  présenté 
sa  méthode  sous  une  forme  plus  simple  que  dans  les  para- 
graphes précédents.  Supposons  l'équation  proposée  f  ^=  h 
résolue  par  rapport  à  /?<  et  mise  sous  la  forme 

(1)  /?i  —  cpii(^l,    •..,/',  P2,    ••  .1=0, 

l'équation/,  =  h^  sera  déterminée  par  l'équation  au\  dérivées 
partielles 

(2)  (/?i  — ?ii,/i)  =  o. 

La  fonction  /",  une  fois  calculée,  on  pourra  mettre  /i  =  /^, 
sous  la  forme 

et,  en  remplaçant  p^  par  cette  valeur  dans  (i),  cette  équation 
prendra  la  forme 

(4)  /?i— ?i2(^i,  ...,  h,  au  pz,  ••.)  =  o 

et  ne  contiendra  plus  yOo  ;  on  aura  d'ailleurs 

(Pl— ^12,      /?2  —  ^22)  =  0, 

puisque  le  système  (3),  (4),  identique  à/=  A,  /<  =  A,,  esl 
intégrable.  On  déterminera  ensuite /o  par  les  équations 

(/>1—  ?12,/2)  =  0,  (/?2—  çp.2,/2)=^0; 

par   la  méthode  exposée  plus  haut,  /,  une  fois  connu,   on 
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l'csoudra  y^  ^  - //i-  |)iii"  rapport  à  />a  ri  Ton  poiLcra  la  \al(;ur 
de />3  trouvée  dans  (3)  et  (4),  et  ainsi  de  suite.  Les  systèmes 
ordinaires  que  l'on  sera  ainsi  conduit  à  intégrer  seront  de  plus 
en  plus  simples. 

XVIII.  —  Règle  à  suivre  pour  intégrer  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Soit 

(I)  /  =  o 

une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  entre 
les  variables  .r,,  x^j  .  .  .,  Xn  et  les  dérivées  /?< ,  /Jo?  •  •  -^  Pu 
de  la  fonction  inconnue  a.  Si  la  méthode  de  Cauchy  lui  esl 
applicable,  il  faut  la  préférer  à  toute  autre  comme  étant  la 
plus  expéditive  ;  mais  il  peut  arriver  que  le  système  d'équa- 
tions à  intégrer  dans  Inapplication  de  cette  méthode  présente 
des  difficultés  rebutant  le  calculateur.  Voici  alors  ce  qu'il 
convient  de  faire. 

Je  suppose  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  soit  parvenu 
à  se  procurer  des  intégrales  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire  des 
équations 

('2  1  /l=/*l,  •••,  //,--   /^/. 

renfermant  des  constantes  arbitraires  et  concourant  avec  (i) 
à  former  un  système  faisant  connaître  une  partie  des  déri- 
vées/? :  on  peut  chercher  à  compléter  le  système  (i),  (2),  de 
manière  à  connaître  tous  les  /?,  comme  on  l'a  fait  par  la 
méthode  de  Jacobi,  et  voici  comment  il  faudra  procéder. 
Observons  que  le  système  (i),  (2)  doit  être  complètement 
intégrable,  c'est-à-dire  que  Ton  doit  avoir  ( 

(3)  •  (/a,/v,)  =  o, 

et  cela  même  identiquement  dès  que  Ton  aura  remplacé  une 
seule  des  quantités  p  par  sa  valeur  tirée  de  (i),  puisque  Aj, 
//^,  ...  sont  des  constantes  arbitraires;  si  nous  voulons 
trouver  une  nouvelle  équation  /z;^,  =3=  hj^^x    à  adjoindre  au 


r52  ciiAPiiUK   m. 

système  (i),   (2),    il  faudra  qu'elle  satisfasse   aux  formules 

analogues  à  (3) 

(4  )      (/,  .A-  M  )  =  O,  (/, ,  //,  +  i)  =  0,  .  .  .  ,  (//,,  //,+.i)  =  O, 

et  ce  sera  suffisant  pour  obtenir  un  nouveau  s_)  stènie  complè- 
tement intégrable.  Ces  équations  (4)  sont  linéaires  et  homo- 
gènes :  elles  peuvent  être  remplacées  par  un  système  d'équa- 
tions aux  différentielles  totales,  et  ce  système  lui-même  par 
un  système  d'équations  ordinaires  E,  mais  beaucoup  plus 
simple  que  le  système  primitif  de  Cauchy,  vu  qu'il  contient 
moins  de  variables  ;  il  suffira  d'ailleurs  de  connaître  une  inté- 
grale du  système  (4)  ou  des  équations  aux  différentielles 
totales  équivalentes. 

On  pourra  ainsi  adjoindre  au  système  (i),  (2)  une  série 
d'équations  de  même  forme  et  obtenir  assez  d'équations  pour 
calculer  les  p.  J'ajoute  que,  si  l'on  pouvait  intégrer  complète- 
ment le  système  formé  de  (1),  (2)  el  fh^\=^  hi^_^^,  on  aurait 
immédiatement  la  solution  complète  cherchée. 

Enfin,  je  dis  que  l'on  peut  diriger  les  calculs  de  telle  sorte 
que  les  équations  E,  que  nous  n'avons  pas  écrites,  soient 
canoniques,  ce  qui  peut  faciliter  encore  les  calculs  à  cause 
des  propriétés  remarquables  de  ce  genre  d'équations.  Résol- 
vons, en  effet,  les  équations  (i),  (2)  par  rapport  à  p^,  p^^  •  .  - . 
Pk-ir\  Gt  mettons-les  sous  la  forme 

(5)       p,  —  C5i  =  o,  y>o—  cp,  =0,  ...,  /?/,  +  !—  0/,  +  l  =  0, 

0|,  cpo,  ...  ne  contenant  plus  /;,,  p.,,  •  •  • ,  Pk+\  ?  représen- 
tons//f.^,  par  F;  les  équations  (4)  deviendront 

(/?!  — o,,  F)  =  o,         (p,  —  o,,F)  =  o, 

ou  bien,  en  supposant  que  de  F  on  ait  éliminé /?<,  /?2,   •  •    - 


.  =  o, 


o, 


pk+\ 

,  à  l'aide  de  (5); 

^)F            ÔF         àoi 
àXi          àp/c+2    'j'J7/M-2 

ÔF        d'^i 

ôx^.^^_  épk+t 

^F            ÔF        ^9-2 

dF        ()'f2 

dx.2     '     àp/,+.2  dX/,^2 

t/.r/,+2  ôpk^.% 
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Ce  sj'sLème  fournil  les  é(|iiations  aux  dilli  rcnlielles  totales 


'^^, 

il':,; 

-  <lrk  ■  : 

'Vv,    i 

././•, 

"Pk--! 

<l.r.        .... 

(>C3i 

()çp2 

(Ipk^i  = 

()T,,^.> 

dri  - 

-dx,-^..., 

l  les  équations   J'2,  dont  nous  [)arlions  tout  à  l'heure,   sont 

^^"l  '^Pk-^1  dX\  OXfc-^-2 


Ces  équations  sont  bien  de  la  forme  canonique  :  tel  est  le 
perfectionnement  considérable  apporté  par  M.  Mayer  à  la 
méthode  de  Jacobi. 


XIX.  —  Sur  certaines  conditions  d'intégrabilité. 

Soient  /, ,  /o,  .  .  . ,  fn  des  fonctions  de  u^  />, ,  p.y,  •  ■  •  ^  p,n 
./',,  ^o,  .  .  . ,  œ,i  et  hi,  h.,,  .  .  . ,  h,i  des  constantes  déterminées 
ou  arbitraires.  Proposons-nous  de  trouver  les  conditions  que 
doivent  remplir  les  fonctions/  pour  que,  des  équations 

(l)  /i  =  hi,  /,  =  /i2,  .  .  .  ,  fn  =  A.7, 

on  tire,  pour  />,,  p^,    .  •  .,  p^  des  valeurs  fonctions  de   «, 
X,,  .  .  .,  .r//,  telles  que  l'équation  aux  différentielles  totales 

( '2 )  du  =  p  1  <:/./•]  -^ /?2  dx^_  -':-...  -i- />/i r/j",i 

soit  complètement  inté^^rable  (nous  avons  résolu  j).  90  cette 
question  dans  le  cas  où  les/ne  contiennent  pas  u). 
L'équation  (2)  sera  complètement  intégrable  si  l'on  a 

dpi_  ^  dpj^ 
dxj        dxi 


ou 


dx  j         du     ■'        dx;         du 
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en  désignant,  pour  abréger,  par  la  notation  -^-  la  quantité 

'dXi  "^   du  ^'' 

Différentions    l'équation  f^^=zli^^    par  rapport    à  Xi\   nous 
aurons 

/,x  ^.U  àU   dpx  àftj,   dp  a 

V  4  /  ~-,         H-   -:, -> r-  .  .  .-i ;; —. — "   —  O  , 

axi       opi    axi  dp  II  dxt 

àf  df  df  j  , 

en  représentant  -j \-  pi  ~  par  -j—^  on  aura  de  même 

OJCi  oit  ŒOC  i 

dxi  ~^  dpi  dxi    '  '  •  '"^  ^p^^  doc- 

Multiplions  (4)  par —^  et  (5)  par  —  -^' et  ajoutons-les;  faisons 

dans  le  résultat  obtenu  ?  =:2  i ,  2,  .  .  . ,  /z  et  ajoutons  toutes  les 
équations  ainsi  formées  :  on  aura,  en  vertu  de  (3), 

Â^\dxi  dpi        dxi  àpi  )         ' 
résultat  que  nous  écrirons  encore,  pour  abréger, 

(6)  (/tx,/v)-o; 

telles  sont  les  conditions  au  nombre  de auxquelles 

doivent  satisfaire  les  fonctions /pour  que  l'équation  (2)  soit 

complètement  intégrable. 

Réciproquement,  je  dis  que,  si  les  équations  (6)  ont  lieu, 

l'équation  (2)  sera  complètement  intégrable.  En  effet,  si  Ton 

pose 

dp^       dpf 

et  si  l'on  ajoute  les  équations  (4)  et  (5)  multipliées  par-—. 

A  f 

—  -^— ?  puis  qu'on  somme  les  résultats  par  rapport  à  /,  on 


dx!       dxf      ^'J 


ÉQUATIONS     AUX     D  I  FF  K  R  K.N  T  1  K  I.  F.  i;  S      lOlM.  KS.  I  ")  3 

trouve 


(  7  )  (./'. 


àU  àf. 


■        y  ^        V    -^H-   ^./v 


vu  ecnvaiiL  — »  au  lieu  de —    '  ,  a    cause   cie 

Opj    Opi  ()pj   Opi  Opj    Op, 

la  relation  /?/y  =  — pji  el pa^^  o. 
Posons 

(-)  pourra  s'écrire 

Multiplions  par >  et  sommons  en  taisant  varier  u.  et  v 

de  1  à  /i  :  nous  aurons,  en  vertu  des  relations  connues  entre 
les  mineurs  d'un  déterminant  et  ses  éléments, 

Or  K,  déterminant  fonctionnel  des/,  n'est  pas  nul,  sans  quoi 
les  équations  (i)  seraient  incompatibles  ou  indéterminées; 
donc  on  a  bien/>,y=o,  ou  les  relations  (3),  si  les  équations 
(/[x»/v)  =  oont  lieu. 

Remarque  I.  —  Les  constantes  A,,  Ao,  .  ..,  /i,i  peuvent 
être  ou  déterminées  ou  arbitraires;  si  les  constantes  en  ques- 
tion ont  des  valeurs  bien  déterminées^  si  elles  sont  nulles, 
par  exemple,  les  formules  (/jj. ,  /;)  =  o,  qui  ont  lieu  pour  les 
valeurs  des  p  satisfaisant  à  (i),  sont  par  suite  des  consé- 
quences de  (i). 

Au  contraire,  si  A,,  Ao,  .  .  .,  h,i  sont  des  constantes  arbi- 
traires, les  formules  (f^^  J\)  =^  o  sont  des  identités  ;  car,  ayant 
lieu  quels  que  soient  les  A,  elles  ont  lieu  aussi  quels  que 
soient  les  p. 
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Remarque  II.  —  Les  équations  (/|j,,  /y)  =  o  ne  sont  pas 
toutes  nécessaires  pour  que  l'équation  (2)  soit  intégrable,  en 
ce  sens  qu'elles  sont  satisfaites  forcément  quand  d'autres  con- 
ditions plus  simples  le  sont  :  c'est  ce  que  nous  allons  établir. 

On  a  identiquement 

(fl,  /p-v)  -^  (/fx,  M)  -r-  (A,  /).a)  -  O, 

quand  on  pose 

\J^'i  Jv)  ^=  j \pi- 

Ce  théorème,  qui  est  la  généralisation  de  celui  de  Donkin,  se 
démontre  de  la  même  manière,  en  remplaçant  les  expressions 
symboliques  parleurs  développements.  Supposons  alors  que 
l'on  ait 

(8)  /i2  =  o,        /!•!=- o,         ...,        /i«  =  o; 
on  aura 

el,  en  vertu  de  (8), 

(/i,/23)  =  o; 

/o;}  est  donc  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles, 

linéaire,  homogène, 

(/i,V)  =  o,      • 

où  V  est  la  fonction  inconnue.  Si  Ton  assujettit  V  à  rester 
constantpour^,  =  .r",  Vsera constant,  quelque  soit^,  ;  donc, 
si/03  est  nul  pour  x,  ^^  x\,  il  sera  nul  quels  que  soient  X), 
cTo,  ...,  Xn-  Ainsi,  si  les  relations  (8)  ont  lieu  quels  que 
soient  x,,  Xo,  .  .  •  ,  Xn  el  si  l'on  a  pour  x^  =:  x\^  quels  que 
soient  ^2,  ^:$7  •  •  -  -  ^/o 

(9)  /23=0,  /2V  =  0,  ....  f 2,1=^0, 

ces  relations  (9)  auront  encore  lieu  quels  que  soient  x,, 
^2j    •  .  • .  X,j^    .... 
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On  peut  doiu-  dii'c  (jnr.  |)()iir  (pic  1  (''(lualion  (':>)  soil  iiih'-- 
-laltle,  il  suiliL  que 

/■jo=o,       /*,3-no,        y,„i=o      quels  que  soient  j"i,  .r^,  ...,  ^„  ; 

./•23=o,      /2;  =  o,       ....      /2«=o  ^ 

(   quels  ([ue  soient  :r2,  ^3,  ....  ^/,  ; 


(   quels  que  soient  .r  5.  r..  . . . ,  .r, 
f,i-i^„  =  o       pour       ^1  =  .r\',        ....       ^//-i  =^  -^"-i  quel  que  soit  x,i. 


XX.  —  Nouvel  exposé  de  la  méthode  de  Jacobi. 

Proposons-nous  d'intégrer  l'équation 

(n  /=o. 

On  pourra  trouver  une  intégrale  en  déterminant  des  fonctions 
A,f-2iA:  •  •  '1  />i-\,  telles  que  />,,  />.,  .  .  .,  p„  tirées  de  (i) 

et  (2), 

rendent 

du  =  /?!  dxi  -r- . . .  -!-  /?/,  <^/.r/i 

intégrable;   or  fi,  /a,   .  •  .   doivent  pour  cela   satisfaire  aux 
équations 

(3;        (/,/i)-o,         (f,A)  =  o,         ...,         (/,/«-. )  =  o; 

et,  pour  ^,  =  .Tj ,  à 

\(A,f-2)--o (/i,/v-r)  =  o, 


(4» 


Nous  allons  diriger  les  calculs  de  manière  à  retrouver  la 
méthode  de  Cauchy  :  à  cet  effet,  nous  intégrerons  les  équa- 
tions (^)  de  manière  que,  pour  Xt^JC^^^pdx  soit  une 
différentielle  exacte;  les  équations  (3)  et  les  suivantes  seront 


alors  satisfaites. 


(3to)    I  (  ff-  +/'^;f^  );7-  -  (  IJ  +^i'-^);^]  =« 
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Les  fonctions/,  ,/2, /s,  •••  sont  des  intégrales  de  (/,  V)==  o, 
que  l'on  peut  écrire 

ou  des  équations  ordinaires 

dp\  _  dp-y  _         _  —  dxi 

dx^~^-^^  du        'ôx^_  ~^^  ^  du  \àpi/ 

^^■>      ^  dx,  ~-du 


àpij  ^^  Opi     '         (^/?2  ~^"' 

Ces  équations,  au  nombre  de  J-ii,  se  réduisent  k  2n  —  i,  en 
vertu    de    (i)    (p.    99),    et    comprennent    implicitement    la 

relation 

du  =  pi  dxi  -{- .  .  .-\- p,i dx,i- 

Intégrons-les  de  telle  sorte  que,  pour  x^  =■-  x\^  on  ait 

X:i  =  x\,  .  .  .  ,         Xn-=^  X%,        /J2  ^P\^  •  .  ■  ,         Pn  ^  pl,  «  =  ""  \ 

on  pourra  alors  appeler /;J  la  valeur  de  p^  tirée  de  (1)  pour 
x^^=^x\.  Toute  combinaison  de  ces  intégrales,  par  exemple 
le  résultat  de  l'élimination  des  x^ ^  fournira  encore  des  inté- 
grales de  (3),  et  cela  lors  même  que  l'on  aura  établi  des  rela- 
tions entre  les/?*^  et  les  x*^ .  Posons  alors 

0    —   _^  0    _    J^ 

P''~  àxl'         **''         P''~  dxi 

Si  entre  ces  équations  et  les  intégrales  de  (5)  on  élimine  les/;'*, 
les^'^etles  u^ ^\q^  équations  résultantesdonneront;^,/?i,/>2?  •••? 
p,i  en  fonction  de ^1,  .To,  .  .  .,  ^/iCt:  1°  en  vertu  du  théorème 
page  19,  on  aura  pour  u  une  fonction  qui,  pour  x^  n=  x\^  se 
réduira  àiïï(^2?  -^3?  •  •  •?  «^//)  ^t,  pour/?,,/?2i  •  •  •?  des  fonctions 
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(jui  se  réduiront  aux  dérivées  de  w;  2"  les/?  et  les  11  seront 
déterminés  de  manière  à  satisfaire  à  (i)  et  à  rendre 

— —  /  pdx  —  du. 

On  retrouve  ainsi  la  méthode  de  Cauchj. 

XXI.  —  Intégration  de  deux  équations  linéaires. 

Liouville  a  découvert  un  théorème  qui  se  déduit  bien  faci- 
lement de  ce  qui  précède,  et  qui  peut  d'ailleurs  se  démontrer 
directement;  ce  théorème,  utilisé  parBour  etpar  Jacobi,  peut 
servir  à  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

A,,  A2,  .  .  -,  B< ,  B^,  ...,/*  désignant  des  fonctions  de  ^,, 
.r^,  .  .  .,  J^/M  A  et  B  des  symboles  opératoires  définis  par  les 
équations  précédentes  ;  considérons  les  équations  aux  dérivées 
partielles  linéaires 

(I)  A(/)=:0, 

(•>-)  B(/)  =  o. 

La  condition  d'intégrabilité  de  ces  équations  est 
y  rdXjf)  dB(f)  _  dk{f)  ()B(/)-1  ^  ^ 

Pi  désignant^  pour  abréger,  y^  •  En  effectuant  les  calculs,  on 
trouve 

Si  l'on  tire  /?,  et  /?2,  par  exemple,  de  (i)  et  (2)  pour  les 
porter  dans  cette  équation,  elle  devra  être  identique;  mais  il 
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est  clair  que,  si  cette  équation  (3)  est  identique,  c'est-à-dire 
que  si  l'on  a  identiquement 


dxi 

(4)  ' 


ii:K^-^'^i=<" 


\i.i-''è-^''S)-^ 


les  équations  A(/)=:  o,  B(/)=  o  auront  une  solution  com- 
mune, et  il  en  sera  de  même  de  A(/)  =  const.,  B(/)=  consr. 
Il  est  facile  de  voir  que,  quand  les  relations  (4)  sont  satis- 
faites, et  c'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  Liouville, 
on  a 

AB(/)-BA(/). 

En  effet, 


ox^  \       ox 

\J  '      ^    .    ■>  dxidxj       Ad    '  dxi  ôxj' 
on  a  de  même 

donc,  en  vertu  de  (4), 

B   -(/)-AB(/)=--.o 
ou 

AB(/)^BA(/); 

réciproquement,   cette  relation  entraîne 

quels  que  soient  /?,,  />o,    ...   ou  les  relations  (4).  Les   foi 
mules  (i)  et  (2)  ont  alors  une  solution  commune. 
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\ oici  nialntenant  Tiisage  que  l  on  peut  faire  de  ce  ihéo- 
rcnie. 

Supposons  ([ue  Ton  connaisse  une  solution  de  \(^J").=  o, 
el  soil/i   celte  solution;    comme   \(J\):=  o,  on   aura  aussi 

ir\(/,)r^OOU   AB(/,)r:^0;    donc    ! 

1  '   Ou  H(/i)  est  une  nouvelle  solution  de  A(/)=:  o: 

•>"  ()ii  l>(/i)  est  une  constante  égale  à  o,  et  alors  /',  est 
aussi  une  solution  de  B(y")  =  o  ; 

3"  Ou  jjien  B(/,  )  est  une  fonction  de  /, ,  ou  une  constante 
différente  de  zéro. 

Les  deux  |)remières  liypollièses  conduisent  à  des  résultats 
dont  l'utilité  est  incontestable.  Plaçons-nous  dans  la  première 
hypothèse,  et  soit  B(/,  )— /.;  alors  B(/2)  ou  AB-(/,  )=  o; 
donc  : 

i"  Ou  B-(/,  )  est  une  nouvelle  solution  de  A(/)=  o; 

->:'  Ou  bien  B-(/,  )  =  o,  et  alors  B/*,  on/o  est  une  solution 
commune  à  (i)  et  (2); 

3"  On  peut  avoir  B^(/o)  =:  F(/, ,  /.,). 

En  supposant  que  la  première  hypothèse  soit  réalisée, 
B-(/i)  pourra  être  une  nouvelle  solution  de  A(/)==o,  ou 
\P(/i)  est  une  solution  commune  à  (i)  et  (2),  etc. 

Maintenant  observons  que  la  solution  la  plus  générale 
de  (1)  est  une  fonction  ¥(f\^  f-2-,  •  •  • ,  fu-\)  de  n  —  i  solu- 
tions particulières  /'i,  .  .  .  ,  fn-s'-,  donc,  si  Ton  ne  tombe  pas 
sur  une  constante,  B'(y",  )  dans  le  cas  le  plus  défavorable  sera 
une  fonction  de  /",,  /o,  .  .  .,  fi^  ces  quantités  désignant  des 
intégrales  de  (1).  Prenons  pour  variables/,,  /o,  .  .  .,  /"/  et 
r,.,.,,  Xi^2^  '  •  -i  ^n\  voyons  ce  que  devient  dans  cette  hypo- 
thèse l'équation  B(/)  =  o.  On  a,  en  désignant  par  un  d  les 
dérivées  prises  par  rapport  aux  nouvelles  variables, 


ôf     _      df     ^     df  JJ^    ^     df  Jf^  ^ 


fJxi^i        dxi^\        djx  Oxi+x        il  f-2  <i'T^ 
L.  -   Traité  d'Ancdyse,  VI. 
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donc 

B(/)  =  o=B,.,^f£ +]!,-.. -^f- 


t-1-2 


Or  la  solution  commune  à  B(/)  et  A(/)=  o  ))eut  être  déler- 

df  ■       df  ^     , 

minée  en  supposant  ■~^—  =  o,  ^^^  =  o,  .  .  . ,  et  alors  on  a 

])Our  la  déterminer  l'équation  B/=  o,  qui  se  réduit  à 
ou 

Lorsque  B/<  est  une  constante  différente  de  zéro  ou  une 
fonction  de  /,,  cetle  méthode  tombe  en  défaut,  parce  que 
Féquation  précédente  devient 

mais  alors,  si  l'on  connaît  une  seconde  solution /"^  de  Af=  o, 
Jacobi  a  montré  que  Ton  pouvait  encore  tirer  parti  de  cette 
circonstance  en  cherchant  une  solution  de  l^(/)  =  o,  fonction 
de /,  ety^o  seuls;  on  a 

,  r  .    df  ,   .       df 

t„(./,) -^j;+ ''.(/. )5j^=o. 

en  supposant  B(/,  )  =  ttti  (/i  )  et  B(y2)  =  ^si.A)- 

L'équation  précédente  peut  s'intégrer  par  les  quadratures, 
en  intégrant  les  équations 

dfx  df. 


alors  on  a  la  solution  commune  à  (i)  et  (2 

'df. 


It-r- 
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Remarque.  —  L'inlôgralioii  (ruiie  éqiialion  aux  dérivées 
parlielles 

m  .\(/.~.o 

est  évidemmeiiL  sim])liiiéc  quand  on  sait  qu'elle  a  une  solution 
eommune  avec  une  autre  équation 

(•>-)  H(/)r^o: 

or  une  équation,  telle  que  [  :>>),  sera  connue  toutes  les  fois  qu'en 
changeant  ^,  en  .r,  -|-  sB,,  ^2  en  Xo  -h  262,  .  .  . ,  s  désignant 
un  infiniment  petit,  la  fonction 

dans  laquelle  se  change/*,  satisfera  encore  à  (i),  parce  que, 
alors,  on  aura 

A[/--sB(/)]=o 

et,  par  conséquent, 

AB(/)  =  o: 

mais,  A(/)  étant  nul,  on  aura  B  A.(  /*)  =  o  et,  par  conséquent, 
AB(/)  =  BA(/),  et  les  équations  (i)  et  (2)  auront  une  solu- 
tion commune. 

La  substitution  x^  -\~  sB,,  ^2  4-  262,  •  ■  •  est  ce  que  l'on 
appelle  une  substitution  infinitésimale  :  il  suffit,  comme 
l'on  voit,  d'en  connaître  une  pour  simplifier  l'intégralion  de 
l'équation  A(/)  =  o. 

XXII.  —  Transformation  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Soient  r,  a, ,  a,,  ....  a,,,  fj^,  'p., ,3„  des  quantités  liées 

entre  elles  par  la  relation 

qui  exprime  que  ^,  =  ^— •  Proposons-nous  de  substituer  aux 
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variables  a,  ,3,  v  d'autres  variables  a^  Xy,  x.,  . .  .^  p^y  p^-  •  ■  -, 
telles  que  l'équation  (i)  se  transforme  en 

(  '2  )  du  —  p  1  dx^  -h  p-i  dXt  -\-  .  .  .-V-  pa  dXn , 

OU  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

(3)    i^dv  —  ^idoL^  —  .  ..    -  ^iid'i.n)^  MidiL  —p^dx^  —  .  .  .-- p^dx,^, 

M  désignant  nn  facteur  quelconque.  En  effectuant  le  change- 
ment de  variable,  cette  formule  devient 


du 


*"^I]57;.''-^'-''-25^*' 


et,  en  identifiant, 


(  ^  )  y 3,  — -—...—  3„ —   =  —  M/?/, 

^  '^  (^x,-        '  '  àxf  '  "t^^/  ,     ^  ' 

i^  _  3   ^  -_       _  3,,  'J^  =  o. 
L'éh'mination  de  ^I  entre  ces  équations  donne 


"^  ^'  ;)^  ~  ''•  V  c).r7  ■  "  ^'  Ou)       '"       '""  l,  .A/7     '  ^''  .>«  7 


l'élimination  des  quantités  ^3  donne 

'^^^a,,ao a„)  ()(p,  a,,  a,,  .  .  .,  3£,j) 

(  G  )  -h  />>/ ■ =  o; 

0(Xi,px,pi,    .  ..,p,l)  0(  lt,pi,  p2,    .  .  .,P„) 

si  ces  n  équations  sont  satisfaites,  il  existera  des  quantités  [ii 
satisfaisant  aux  équations  (5)  ou  (^),  et  les  équations  (i) 
et  (2)  pourront  être  transformées  l'une  dans  l'autre. 


É  Q  L  A  T I O  >  S   A  i  \    1)1 1  i  i:  H  i:  >  r  i  !•:  1. 1.  e  s    i  u  i  a  i,  i:  s  .  1 65 

Ceci  posé,  supposoDS  que 

(7)  Vr=0 

soil  le  résultai  de  riMimiiiuLlou  de />,,/>..,  ...,/>, /.  ^'ji,  ■■•/^,i 
entre  les  équations  qui  lient  les  x,  />,  a  aux  a,  ,3,  t^^  en  diffé- 
rentiant  cette  équation,  on  a  les  formules  suivantes  : 

d\         o\    âr         ^  oy   àoc/,.  _ 
àxi         âç    âj-,-        A^  dij-   ôj-i  ' 

ù\    rh'  "^  0\    ô'X/- 

De  ces  é([uations,  on  tire 

d\  ùS    ()(  ai,  a a,)        d{v,  <X\^  .  .  . .  y.,,) 


àv  ÔXi  d{p^,p,,  '",pn)  '  à{Xi,  Pi,  ....pn) 

et,  en  remplaçant  .x/  par  «, 

d\  _        d\   d(oi],  oL-î,  . .  . ,  oLi'i)   ^   ^ (  (^  a i ,  . . . ,  a„  ) 

dv    ~  du    d[pi,/f2:  -'.,Pn)    '    à{u,  pi,   .  .  .,pn)' 

en  divisant  ces  formules  membre  à  membre,  on  a 

_/  dY  .  d\\r  0(i\'Xs 7.,)    .    d(r,  g,,  g.,. 

~"V^J7,-  *  t)z«  /  1  r>^;r„ />,.  ...,/>n)  '  à{u,pi,p.2, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (6), 

à\      â\ 

ou  enOn 


Pn) 


dxi  'du 


d\  â\ 


et  de  même 

dTi 

^^^c).-^^ 

0\ 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soil  \    une  fonction  quelconque  de  ;/,  x^^ 

X.2,  . . .,  Xn\  <',  a,,  y..;,,  . . .,  y.,i  si  Von  pose  : 

O.Vi       ^     Ou  ÔXi  àv 
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ces  formules  pennettiont  de  calculer  les  quaiilUés  u^  j;,, 

^o,  .  .  . ,  Xa,  p\j  Pi,  "  -j  Pn  e/i  fonction  f/c^  v^, ,  a,,  .  .  .  ,  a,,, 

|3,,  jîio,  •  .  . ,  '[^,i\  <^fj  si  l'on  a 

du 
o/f  dura  aussi 

On  le  véiilie  alsémenl  comme  il  suit  :  clifierentions  V  =  o, 
nous  aurons 


dy.i  —  () 


v^  è\  ,       t^v  "^  du   ,       v^  ^^   7       ^^'  \r^  ^^ 

^  dr/  Ou  ^^  OXi  ^L  ôoLi  ôv  A^  OXf 

OU,  en  vertu  de  (8), 

0^20^'-  S)''"'--^-  '.rE^"'-^  <;ï)''^'-"' 

il  résulte   de  là  que,   si  /:>,•=   —quel    que    soit    i,    on    aura 

!i;r=r  - —  OUel    OUe    SOlt    l. 


(«) 


Cette  théorie  tomberait  en  défaut  si  les  déterminants 


()(/9l,   ...,/>/,)  t)(  3i,   ...,  |3„j 


étaient  nuls.  Alors  les  formules  de  transformation  ne  contien- 
draient pas  les/>,  elles  ne  contiendraient  pas  non  plus  les  ,3. 
De  là  deux  sortes  de  formules  pour  le  changement  de 
variables  : 

i""  Les  transformations  ponctuelles,  dans  lesquelles  on 
donne    directement  ^',    a,,    ...,   y.,i  en   fonction  de   //,    ^i, 

JC 2  1    •  •  •  7  "^11  ^6  11  is  5 

2"  Les  transformations  de  contact,  pour  lesquelles,  les 
déterminants  [a)  n'étant  pas  nuls,  les  quantités  r,  a,, 
ao,  .  .  . ,  a,^  sont  liées  à  ?/,  ^,,  .  .  . ,  Xn  pai'  des  formules  où 
entrent  les/?  et  les  J^. 
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XXIII.  —  Méthode  d'intégration  de  M.  Sophus  Lie. 

(  loiisicU-roiis  ic  SN.slùme  dYMjuuliuiis  aii\  diTixccs  paiLu- 
M'imillant''('s 

Ou  _  t)i(  _  Ou   _ 


ilaos  lequel  y,,  /"o,  ...,  /„i  désij^nent  des  fonctions  des 
\ariables  .r,,  x.,,  .  .  .,  .r,/,  ^1,^2,  ...  ^/«  et  des  dérivées/?,, 
/>o,  ....  /^/^j  de  la  fonction  inconnue  ;<,  par  rapport  à  j;,, 
.r^,   .  .  . ,  x„.  Posons 

(^t  supposons  que,  i',  a, ,  a..,  .  .  • ,  y.u  désîp^nant  des  constantes, 
//  soit  une  Intégrale  de  la  première  équation  (i)  en  y  sup- 
posant t.2,  ^:{,  .  .  . ,  f,n  constants.  Prenons  l'équation  (2)  pour 
former  une  transformation  de  contact^  en  d'autres  termes 
(voir  le  paragraphe  précédent),  posons,  outre  l'équation  ('^), 
les  suivantes 

00  V.  '>0 

y  ^'  pi=  \-'>       pi  =  —  ,-' 

Oxi  O'Xi 

les  équations  (1)  deviendront,  en  substituant  les  variables  v^ 

a,,  7.2,   .  .  .  ,  a,/,    j| ,   j^,  .  .  .  .   j,i  à  u,  x^, r,,,  /?|,  .  .  .  ,  p^, 

^r    ,    on__  Oç    ,    00  _ 

•^  01,      01,  ~-^"       ou'   ÔK~'^'' 

/',,  /!,,    ...    désignant  des    fonctions    de    a,,   ao,    ....    [:>i, 

[ii^ ^1,  f-2i  •  •  •  •  ^/«-  Mais  la  première  de  ces  équations 

doit  être  satisfaite  en   supposant  i^  indépendant  de  ^,  et  se 

réduire  à  — -  =  o.  Pour  que  les  équations  (4)  aient  une  solu- 
tion commune,  il  faut  alors  que  la  variable  t,  ait  disparu  de 
ces  éffuatlons.  Si  donc  la  variable  ^,  entre  encore  explicite- 
ment dans  les  équations  transformées,  celles-ci  n'ont  pas  de 
solution  coinmune;  si  la  variable  t,  a  disparu,  on  est  ramené 
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à  intégrer  le  nouveau  système  (4)  qui  contient  une  variable 
t^  de  moins  et  une  équation  — -  =  o  dont  on  peut  faire  abstrac- 
tion. Telle  est  en  substance  la  métliode  de  M.  Lie. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

i.  Étant  donné  un  système  d'équations  ordinaires  (que  l'on  peut 
toujours  supposer  du  premier  ordre),  reconnaître  s'il  a  des  solutions 
communes  avec  un  autre  système,  et,  dans  le  cas  où  il  en  est  ainsi, 
en  profiter  pour  simplifier  l'intégration  de  ce  système. 

2.  Intégrer  le  système  suivant  qui  admet  une  intégrale  complète  : 

dx  {yz"—z'y')-^clf  {z'x"  -  x'z")-\~  dz  {x'y'  —  y'z")  =  o, 
dx'  {f'z  —  z"y)-^  dy'  {z" x  -  x"z)  ■-  dz'  {x" y  —  y" x)  =  o, 
dx"(yz'  —  zy')  -^  dy" [zx'    — xz')   -'■dz"{xy'  — yx')    =  o. 

(On    peut  observer  qu'en    ajoutant  ces    équations   on    obtient   une 
combinaison  intégrable.) 

3.  Trouver  la  condition  pour  que  l'équation 

^     du         ^     du  ^,      âa 

Pi h  P2  ^ h.  .  .4-  P„  -—  =  o. 

âXi  OX-2  OX,i 

où  1*1,  P2J  •••  sont  des  fonctions  de  Xi,  ^^i  •  •  -  ■>  admette  une  inté- 
grale homogène,  une  intégrale  complète  homogène. 

4.  Intégrer  le  système 

du  =  (  3  w  -r-  1 2  f  )  dx  4-  (  2  w  -f- 1  '1 V  )  dy, 
dç  —  {u  -v-  7.v) dx  -\~ {u  -i-  V ) dy. 

(Proposé  au  Concours  de  Licence,  à  la   Faculté  de  Paris,  novembre 

t88i.) 


yz"^  dx  -f-  xz"^  dy  -h  {x-y-  —  xyz-)dz  —  o. 

6.  Intégrer 

dx(y-  —  z-  —  -ixy  -;-  'ixz)  -+-  dy  {z'*-  —  x-  —  -^yz  -1-  ixy) 

-h  dz{x-  — y-  —  'izx  -^  '?.yz  )  —  o 


i:  Q  i:  A  r  I  (  )  N  s    \  i  \    d  1 1  i- 1:  h  i:  \  r  ni,  i,  i:  s    lo  i  a  i.  i: 


1(39 


7.   lùant  données  (Ioii\  ('([iialion<  l'iitic   r,  y,  z  et  deux  con'iti  ni  c- 
a  il  )i  Ira  ires  </,  h. 

c(  ./•,   1-.   z.  a.  /n  =  o   )  [  *(J",  r,  z)—  a, 

\         ou  } 

'l{.r.  y.  z.  a.  />)z=o  \  i   W(t,  r,  z)^  b, 

"Ml  pt'iit  sujiposcr  (jiic  ./•,  I  .  ;  soient  les  eo(ti'(lMiim'(">  d'iin  poinl  ;  cf- 
('(jualions  icpiM-rnicnt  alors  un  système  de  courljes:  par  chaque 
point  de  l'espace  il  passe  une  de  ces  courbes.  On  dennandt,'  de  trouver 
les  conditions  pour  que  ces  courbe-  oMiciit  iiMiinali-  à  une  iiHMiie 
surface,  et  de  trouver  celte  surface  quand  elle  e\i-<le. 


S.    I]\i>;le-l-il    de<    surfaces    dans    lesquelles    le    plan    laniienl    -oit 
(•oii>l  animent   normal  au    layou  vecteur  issu  d'un   point  fixe? 
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CHAPITRE  IV. 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 
ET  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES. 


I.  —  Préliminaires. 

Si,  comme  nous  l'avons  vu,  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  à  une  inconnue  est  une  des  parties  les 
mieux  faites  du  Calcul  intégral,  la  théorie  des  équations 
d'ordre  supérieur  est  tout  entière  à  édifier.  On  ne  sait 
presque  rien  sur  ces  équations  :  le  nombre  de  celles  que  l'on 
sait  intégrer  est  fort  restreint;  encore  n'en  a-t-on,  la  plupart 
du  temps,  que  des  solutions  imparfaites  sous  forme  d'inté- 
grales définies  qui  souvent  n'ont  pas  de  sens  précis.  Peut- 
être  même  ne  connaîtra-t-on  jamais  la  forme  des  solutions 
de  ces  équations. 

Il  est  vrai  que,  comme  nous  allons  le  voir,  Gauchy  a  mis 
hors  de  doute  l'existence  des  solutions  dans  des  circonstances 
déterminées  :  il  a  prouvé  que  les  solutions,  pour  une  valeur 
particulière  d'une  des  variables,  se  réduisaient,  ainsi  que  leurs 
premières  dérivées,  à  des  fonctions  arbitraires;  mais  on  ne 
voit  pas  s'il  doit  entrer  forcément  des  fonctions  arbitraires 
dans  les  solutions,  bien  que  ces  solutions  dépendent  de 
fonctions  arbitraires;  d'ailleurs,  l'idée  de  fonctionnalité  dans 
ces  questions  prend  une  acception  vague  qui  rend  leur  étude 
très  obscure;  on  nous  pardonnera  donc  si  nous  nous  dépar- 
tissons dans  ce  Chapitre  de  notre  rigueur  habituelle. 

II.  —  Théorème  de  Cauchy. 
Cauchj  a  démontré,  pour  la  première  fois,  que  tout  système 
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(l\'(|ua[  loiis  ;m\  (l(';ri\  (''cs  parliclles  contenant  autant  cl'in- 
connnes  (|ul'  (rt'(|natioMS  adnicllait  une  soliilion.  (Comptes 
leiuliis,  :>.^  semestre  i^\>,  p.  <'^);  i  "  scnie^tic  l'^^î),  p.  4^9 
et.iSi.) 

Occupons-nous  d'abord  des  équations  dans  lesquelles  les 
dérivées  des  fonctions  inconnues  n'entrent  que  sous  la  forme 
linéaire,  et  considérons  un  pareil  système  résolu  par  rapport 
an\  (l(  rl\ées  des  fonctions  inconnues  prises  par  rapport  à 
ariahle  /.  Nous  allons  prouver  que  : 


un<'  iiicine  v 


.r(,./'2. /'//,  t  (h'signant  des  variables  indrjx'inhmlcs, 

u.  V,  iv,  .  .  (I<'sii:najit,  des  fonctions  de  ces  variables,  K, 
K',  ....  A,,  \\.  .  .  .  ,  B,,  B', ,  ...  représentant  des  fonc- 
tions de  x^^  x.y,  •  .  • ,  ^,  U-,  V,  (v,  .  .  . ,  on  peut  trouver  pour  u, 
r,  K\\  .  .  .  des  fonctions  satisfaisant  aux  équations 


Ou        ,  ^  ou         ^  Ou                   ,^  ôv  ,-      Ov 

1     ,          Iv  Ai  ^ ;- A,  —-}-...- 13, ^  B, 

»    i)t  0.fi            '  0./-2  Oxi  '  OJi 

i\  )    '    Ov        ,  ,  ,  ,  Ou.         .  ,  Ou                   ,,,  Ov  ,  ,     Ov 

1      -  —  1\  -  A              —  A  .,                .  .  .  ~  13  , ^  !> .,  

/    '//  '  'A/-,             -  O.r-,                        '  .'Ari  -  O.r.^ 


't  se  réduisant  pour  t=z  /'>  à  des  constantes  données  «", 


Pour  établir  ce  théorème,  supposons  d'abord  que  les 
fonctions  u^  r,  w,  ...  satisfaisant  aux  conditions  énoncées 
existent  et  soient  développables  par  la  formule  de  Tajlor; 
on  aura 

rindice  o  placé  en  liant  ou  en  bas  d'une  lettre  ou  d'une  paren- 
thèse indiquant  que  l'on  doit  y  supposer  t  =  /". 

Les  relations  (>,)  étant  supposées  exactes,  il  en  résulte  que, 

1  ,         .  ,   .    ,        du      Ov 

u^K  r",  ...   étant  des  constantes,   les  dérivées —->  -—--  -•• 
'         '  '  Oxi     Oj'i 
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sont  nulles  pour  1  =  1^:  alors  les  formules  (i)  donneront 


(^)  mr^'^  mr^'^  m. 


k: 


Ko,  K'y,  .  .  .  désignant  les  valeurs  de  K,  K',  .  .  .  pour  /  =  /", 
Dififérentions  les  équations  (i)  :  nous  aurons 


ô'-u 

_  dK        ÔK  au    ^    âK  âç 
~  ~di  ^  'du  'ât'^'àç   ai 

à- u         .      d- u 

-4- A,-,          H- A,  , 

du   /à\i       â\^   Ou 
àxi  \àt   ~'  ~âu    dt 


si  alors  on  suppose  /  =  /",  il  vient 
d-^u 


/o       \dt),,       \duJo 

/dK\  ..,  ^     [  d-Hi   \ 

-[-d-.)'^^'^--'--'^\dx,dt),- 


(4) 


0'^  u 


Pour  avoir  les  dérivées  (  -^ — -  )  ,  •    • .  on  difl'érentiera  les  équa- 
tions  (i)  par  ra])port  à  x^^  x-^t  -  .  •  et  l'on  aura 

d^-u  dK         dK    du  ,     dUi         .        d'^  u 

...-+- Aj 


dxidl        dxi         du  dxi  dx'}  '  dxidx-2 

du   fdkx  (^Â,    du  \ 

dx^  \  dxi  Ou    dxi  ~^  '  •  '  j 
et,  par  suite, 

/  dHi   \    __  I  dK\  /   d'-u  \        /  dK  \ 

\dXldt),,^'\dx'J^>'  [dxTdtJ'Xdx^J,,'  '"' 

la  formule  (4)  devient  alors 

/d'-u\        /dK\        /dK\    ,,        /^K\,„ 

[-d7^)r[ln).-^[^du)^^^[d.)''^^-^--' 

Calculons  (  -r— -  \  ;  il  faudra  encore  différenlier  de  nouveau  les 
équations  (i)  par  rapport  à  /  et  par  rapport  à  Xi,  X2,   .  •  .. 


I-QUATIONS     l)'(HU)Ri:     S  T  P  fi  H  I  1. 1  H  .  178 

.r,i,  puis   011   feia   /  =  L^\  On  calculera  ainsi  successivemenl 
l  ou  les  les  dérivées 

ces  ciériNées  seront  des  sommes  de  lermes  de  la  ("orme 

,     /    ')^.        <n^  rjT      (;::i      ()T 

'"'  o.'-y^  'h'-^  '  "  or  ,)u['>  OvY  '  '  '      /;,' 


o      ., 


cl   L  deux  des  (ruantités 


dési^inant  des  nombres  entiers  et  G 


K,      A,.      A..      ....     li,.      Bo, 

K',     A',,     A',.     ...     B',,     B;, 

K".    a;,    a'^,    ...,    b;.    b;. 


11  est  Tacile  de  calculer  une  limite  supérieure  des  modules  de 
toutes  ces  dérivées.  En  effet,  on  sait  que  l'on  a  (p.  5,  t.  IV) 


L(.r,,  X., 

A 


inod  — ~     .  •  .        ,:  •  •  •  — -  iJti,  x=,,  .  .    ,  u,  r,  . .  . ,  f  ) 


./•',,  ./?.,,  .  .  .,  //,  p',  .  .  .  ,  l'  désij^nant  des  quantités  positives 
telles  que  .r,,  x^,  .  .  .  ,  /^,  i%  .  .  . ,  ^  recevant  des  accroisse- 
ments de  modules  moindres  que  ces  quantités,  L  conserve  un 

odule  tout  au  plus  égal  à  A. 

On  pourra  donc  calculer  une  limite  supérieure  des  mo- 
dules des  divers  termes  des  S('ries  (2),  ce  qui  va  nous  per- 
nettre  de  prouver  qu'elles  sont  convergentes. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'on  aurait 

A,^  A,  -....=  B,=:  B2=...=  K,  =  K,  =-... 

=  a;  :--  A',  r. . . .  =  b;  =  B'2  = . . .  =  k;  =  k;  =  . . . 

_  A 

J-^J-l  .  . .  //i'  .  . .  l' 
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les  équations  (i)  se  réduisent  à 


,     ,  .  ,   du        r)v  \  ()xi         d.r^        -  -  .   .    ^^^      .    ^^ 


ât         dt  .T1X2  .  .  .  i(i'  .  .  .  t 

11  est  facile  de  trouver  une  intégrale  de  ces  équations,  il  suffit 
pour  cela  de  prendre  d'abord 

et  de  déterminer  8  au  moven  de  l'équation  linéaire  aux  déri- 
vées partielles 

:ri  a;-2  ...  (  «o  -1-  0  )(  t'»  -^  6  i  .  .  .   ^  — -  =r  A  (  i  -1-  a  ■[- }-  a  -—- 

Ô(  \  '      ÔXi  '      ÙX.2 

OÙ  p.  désigne  le  nombre  des  fonctions  ?/,  v^  ....  Pour  intégrer 
cette  équation,  on  commencera  par  intégrer  les  équations 
ordinaires 

,.        dx\        (ix^  \cJf 

—  d\)  = 


[J.  [J.  x^x^  .  .  .  {u^  -\-  \) )  .  .  .  t 

L'une  des  intégrales  est 

(5)       log—  =  --    /     (a-j' —  |x6)(.r'i  —  |j.O  )-.  .  .(7^0— 6).  .  .^/O; 

c'est  aussi  une  intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles, 
intégrale  qui  s'évanouit  pour  t  --  /*'.  Si  nous  désignons  par 
/(O)  le  second  membre  de  celte  équation  (5),  nous  jiourrons 
la  mettre  sous  la  forme 

(G)  /  =  /,e/(^J'         ou         /  — ^0:^ /O(;e/;0)  — ,); 

de  cette  équation  on  déduira  des  valeurs  de  w,  r,  . .  .  satis- 
faisant à  (i  bis)  et  se  réduisant  à  u^ ,  r^,  . . . ,  pour  t  =  i^.  Or, 
en  vertu  de  la  formule  (6),  8  est  développable  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  de  /  —  f^  ;  tant  que  cette 
variable  t  —  t^  restera  comprise  à  l'intérieur  d'un  cercle  dé- 
crit de  l'origine  comme  centre  ne  contenant  pas  de  racine 
multiple  de  l'équation  ((3),  cette  équation  ne  peut  avoir  de 
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racine  imilliph^  «]ii<'  m  /  i  0)--o,  c'csl-ù-dire  que  si  0  est  égal 
;'i  rniic  (l(-s  qiianli[('-  ■  •  •  •  ,  —  //",  —  r" Or,  si  l'on  sup- 
pose /  h'("'s  voisin  (le  /".  /i  0  )  sera  très  voisin  de  zéro;  si  donc 
aucune   des   quant  ih'>      '^  •••?  — //",    —  r",    ...    n'est    nulle 

pour  /  =  /j,  0,  pour  des  valeurs  de  /  voisines  de  l^,  sera 
dévelopjiable  suivant  les  puissances  enlières  de  ^ —  ^",  et  cela 
à  linlérieur  d'un  cercle  dont  on  pourrait,  si  l'on  voulait,  cal- 
culer le  ravon. 

11  en  résulte  que  les  solutions  it,,  r.,  ...  des  équations 
(i  bis),  qui  se  réduisent  pour  /  =  L^^  à  u^^  ç^ ,  . . . ,  pourront  se 
dévelopj)er  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  ^  —  /^.  Ces  développements  pourront  s'efTectuer 
par  la  formule  de  Taylor,  comme  on  Ta  fait  pour  les  solutions 
du  svstème  (i)  supposées  développables  ^  mais  chaque  terme 
du  développement  de  ^l^,  ou  de  ^i,  . . . ,  aura  pour  coefficienl 
le  module  maximum  du  terme  correspondant  dans  le  déve- 
loppement de  «,  r,  . . .  ,  supposé  possible.  Donc  les  séries  (2) 
sont  convergentes  entre  les  limites  des  variables  pour  les- 
quelles A,  B,  ...  ne  prennent  pas  le  module  maximum  A. 
Reste  à  prouver  que  les  formules  (2)  résolvent  bien  les  équa- 
tions (i);  c'est  ce  que  l'on  établira  comme  il  suit  : 

DilTérentions  (2),  nous  aurons 


du        / '^^'  V  /^""  \  ^*' 


or  (  -j— )  n'est  autre  chose  ([ue  le  second  membre  de  la  pre- 
mière formule  (i)  où   Ton  a   fait  t  z=  t^  ]  (  "tt  )    n'est  autre 

chose  que  sa  dérivée  relative  à  t  dans  laquelle  on  a  fait 
t  =z  /",  ...  ;  donc  les  seconds  membres  des  formules  précé- 
dentes sont  les  développements  en  série  des  seconds  membres 
de  (i)  :  ces  équations  sont  donc  satisfaites. 
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III.  —  Complément  et  discussion  des  théories  précédentes. 

11  est  prouvé  que,  pour  des  valeurs  de  t  voisines  de  f^ ,  Jes 
équations  (i)  admettent  une  solution  w,  t^,  .  .  . ,  les  fonctions 
w,  r,  ...  se  réduisant  à  des  constantes  u^ ,  v^ ,  ...  pourvu 
que  i^,  x\,  x*^,.  .  .  . ,  u^^  ...  ne  soient  pas  nuls;  mais  il  est 
facile  de  voir  que  ces  conclusions  subsistent  encore  si  t^=io^ 
^^  =  o,  ^S  =  o,  .  .  . ,  u^z=zo^  ...  ;  il  suffit  pour  cela  de  faire 
subir  aux  formules  (i)  un  changement  de  variables  consistant 
à  augmenter  ii,  v,  .  .  .  ,  x^,  x^_,  •  •  . ,  ^,  •  •  •  de  quantités  con- 
stantes. 

Maintenant  nous  allons  prouver  que  l'on  peut  toujours 
intégrer  les  équations  (i),  de  telle  sorte  que,  pour  l  =  l^,  u, 
<',  ...  se  réduisent  à  des  fonctions  données  de  jt,,  .To,  .  •  .  , 
Xii)  à  savoir  o,  •]>,  .  •  • . 

Posons 

u:=o  ^\}  —  11^,         p  =  -J;  4-  V  —  t'O,  ...  ; 

pour  l  =  t^\  u,  r,  ...  devant  se  réduire  à  cp,  '!/,  ...,  U, 
V,  ...  se  réduiront  dans  la  même  hypothèse  aux  constantes 
///>,  r^,  ...  ;  quant  aux  équations  (i)  elles  deviendront 


où  Ton  a  posé,  pour  abréger 


K, -^A,^-    i-...-^B,  y'- 


Et,  pour  résoudre  la  question,  il  faudra  intégrer  le  système  (^  A) 
de  telle  sorte  que,  pour  /=  L^ ^  U,  V,  .  .  .  se  réduisent  à  u^, 
t»**,  .  .  .,  ce  qui  est  possible. 

Le  théorème  démontré  précédemment  tombera  en  défaut 
quand  A  sera  infini  ou  indéterminé,  c'est-à-dire  quand  l'une 
des  quantités  A,  B.  .  .  .  cessera  d'être  finie  ou  déterminée: 
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mais  les  fonctions  u,  r,  .  .  .  n'en  existeront  pas  moins  pour 
toutes  les  valeurs  des  variables  pour  lesquelles  cette  circon- 
stance exceptionnelle  ne  se  présentera  pas. 

Les  équations  (i)  ne  possèdent  qu'une  seule  intégrale 
développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
t  —  t^y  telle  que  u^  r,  ...  se  réduisent  pour  t  z=  t^  à  des 
fonctions  données  cp,  '|,  .  .  .  de  x^,  œ.j^  •  •  .,  x^. 

Si,  outre  l'intégrale  w,  c,  ...  jouissant  des  propriétés 
énoncées,  le  système  possédait  une  seconde  intégrale  jouis- 
sant des  mêmes  propriétés,  on  pourrait  représenter  cette 
nouvelle  intégrale  par  u  -^  t,  v  -\-'r^,  ...  ;  les  fonctions  £,7,,  ... 
devraient  alors  s'annuler  pour  ^  =  t'^.  Si  alors,  dans  (i),  on 
remplace  u  par  u  -\-  z^v  par  i'  4-  r,,  .  .  . ,  on  aura,  en  marquant 
par  un  A  les  accroissements  que  subissent  alors  les  diverses 
fonctions  qui  entrent  dans  ces  formules, 

du       âz 


.     ,         -  4-  AK  +  (  A 

ât         ât 


\àxi        àxij 


Si  l'on  fait  alors  usage  des  formules  (i),  puis  si  l'on  développe 
AA,,  AAo,  .  .  .  suivant  les  puissances  de  £,  de  r, .  .  .  .  ,  on  aura 

-  -  =  AK ,  -i-  AA  ,  -  i  A  1     -  A  A  j  ) 


Or,  si  l'on  suppose  s  etr;  développés  par  la  formule  de  Tajlor 

'f^  =^ , 

puisque  £  et  r,  sont  nuls  pour  t=  t^ ,  on  voit  que  tous  les 
termes  du  second  membre  de  la  première  formule  (B)  seront 
infiniment  petits  de  l'ordre  a  au  moins,  tandis  que  le  premier 
membre  sera  de  l'ordre  a  —  i  :  ce  résultat  absurde  montre  que 
£,  y,,  .  .  .  sont  identiquement  nuls.  c.  q.  r.  n. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  VI.  12 
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Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  des  équations  aux  dérivées 
partielles  linéaires,  bien  que  distinctes  au  point  de  vue  algé- 
brique, ne  puissent  pas,  comme  nous  l'avons  supposé,  être 
résolues  par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues 
prises  par  rapport  à  une  même  variable;  nos  conclusions 
tomberont  alors  en  défaut  :  ainsi  le  système 


du          ùv                     au          dv 

1 =  o, - —  =  0 

ôxx        Oxx                  ()yt       c/j2 

)Our  solutions  que  «  +  c  =  const. 

Plus  gêné 

:[uations 

df    dax         df    da^ 
dai  âxi        da=i  dXi 

df   dai         ^If   '^<^ï 
dai   ^-^2        àa^  dx^ 

que  nous  avons  rencontrées  en  essayant  de  généraliser  une 
solution  complète  d'une  équation  du  premier  ordre,  ne  dépen- 
dent que  d'une  seule  fonction  arbitraire  quand  on  y  considère 
«4,  <72,  .  .  .  comme  les  inconnues.  Mais  il  pourra  aussi  arriver 
qu'un  simple  changement  de  variable  fasse  rentrer  le  cas  par- 
ticulier que  l'on  considère  dans  le  cas  général. 


IV.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  qui  ne  contiennent  pas 
les  fonctions  inconnues. 

Lorsqu'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  ne  contient  pas  les  fonctions  inconnues 
elles-mêmes,  on  peut  toujours  ramener  son  intégration  à 
celle  d'un  système  d'équations  linéaires;  l'intégrale  géné- 
rale, d'ailleurs,  se  compose  de  fonctions  qui,  pour  une 
valeur  particulière  de  l'une  des  variables,  se  réduisent  à 
des  fonctions  données  des  autres  variables. 

En  effet,  résolvons  le  système  à  intégrer  par  rapport  aux 
dérivées  des  fonctions  inconnues  prises  par  rapport  à  une 
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même  variable  :  il  pourra  se  présenter  sous  la  forme 
,  .  du  ôv  dw 

^■)  777="?'       J7=-/..       i)j=^^       ■••. 

«,  V,  (ï'j  .  .  .  désignant  les  fonctions  inconnues,  ^,,  x,,  .  •  . , 
Xn,  t^  les  variables  et  cp,  y,  'iy,  ...  des  fonctions  de  x^, 
X2,  .  .  . ,  J-,,,  ^  et  de  /?, ,  7^2,  "  -,  q\,qi,  .  .  . ,  r, ,  /'o,  .  .  . ,  en 
posant  pour  abréger 


du  dv  d 


w 


^         OXi  ^         dxi  dxi 

Intégrer  le  système  (i),  cela  revient  à  trouver  des  fonctions 
u^  v^  .  .  . ,  /?/,  qi^  .  .  .  telles  que  l'on  ait 

j  du=  Pi  dxi  -4- .  . .  -f- /)„ dXft  -I-  cp  dt, 


pour  cela,  il  suffit  de  calculer  /?, ,  p2,  . . . ,  ^i ,  ^27  •  •  •  de  telle 
sorte  que  les  seconds  membres  (2)  soient  des  différentielles 
exactes;  les  valeurs  de  «,  ç^  ...  seront  alors  fournies  par 
(les  quadratures. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi  (p.  202,  l.  III),  on  a  vu  qu'il  suf- 
fisait que  l'on  eût  : 

1"  Quels  que  soient  jc,,  x-,^  .  .  . ,  ^, 

I  àpf  _  /  ^'f  \  _    àz>   _^  "^    ào    dp/,.        -^    do    dq/. 


(3)        d^ 
i    dt 


o  \  _    do         ^    do    dp/.        "^    do 

dt         \dxi/        dxi       Jmd  dp/,,  dxi  "^  ^  dq/^  dx i    '  '"' 
k  A- 

\dxi)       dxi       ^aà  dp/i   ôxi~^  Z^  dqj^   dxi    '  "  "> 


2"  Que  pi,  p-2-,  ••.,  Pn  fussent  les  dérivées  d'une  même 
fonction  de  jr,,  x-2,  •  •.  ^n  pour  une  valeur  de  t^  particulière 
de  t]  que  qt,  q^,  •  .,  q,i  fussent  les  dérivées  d'une  même 
fonction  de  Xi,  Xo^  .  • . ,  x,i  pour  la  même  valeur  l^  de  t,  etc. 

C'est  ce  à  quoi  l'on  parviendra  si,  considérant  les  équa- 
tions (3)  comme  linéaires  aux  dérivées  partielles  par  rapport 
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à  /?i,  pi,  . . . ,  <7m  '727  '  •  '1  01^  les  intègre  de  telle  sorte  que, 
pour  1 1=  ^'*,  on  ait 


P^ 

=  d^r 

diO 

Pi 

— 

VTJ3 

dX2  ' 

dw 

9r 

-dx,' 

^/2 

dx2 

to,  to,  . . .  désignant  des  fonctions  données  de  œ^.  X2,  ■  -  ■ ,  -^/t, 
auxquelles  se  réduiront  ;/,  (^,  (T',  . . . ,  pour  l  =  t^K 


V.  —  Équations  quelconques  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

Considérons  enfin  un  système  quelconque  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(1)  9=0,        /  =0»        ^  =0, 

que  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  au  nombre  de  trois, 
C5,  Yj  '\'  désignant  des  fonctions  données  des  fonctions  incon- 
nues u,  Çj  w  de  leurs  variables  ^<,  x.2^  .  .  .^  Xn  et  des  déri- 

du      dv      dw  A  j        ..  •      i       ^ 

vees  -^ — 5  -^-j  T— '  ••  ••  Admettons  im  instant  que  ces  equa- 

dxi    dxi     dxi  1  ^ 

tions  possèdent  une  intégrale  et  que  cette  intégrale  soit 
représentée  par  les  équations 

(2)  F  =  a,        G  =  6,        H=:c, 

F,  G,  H  désignant  des  fonctions  de  u,  ^,  iv^  Xj,  ....  Xn  et  <?, 
b,  c  trois  constantes  arbitraires;  si  des  équations  (2)  et  de 
leurs  dérivées 


(3) 


/   d¥        d?   du 
i   dxi        du  dxi 

-4- 

dY    dv         dF   dw 
dv   dxi        dw  dxi 

=  0, 

]   dG        dG  du 
\  dxi    '     du  dxi 

+ 

dG    dv     .    dG  dw 
dv   dxi        dw  dxi 

=  0, 

\  dH      an  du 

\  dxi        du  dxi 

H- 

d\\    dv         d\\    dw 

dv   dXi    '    dw  dxi 

=  0 
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on  lire  u^  ç,  w  et  leurs  dérivées  pour  les  porter  dans  (i),  ces 

formules  (i)   deviendront  des   identités,   c'est-à-dire  seront 

satisfaites  quels  que  soient  X\^  ^27    •••'  ^m  ci-,  ^,  c.  Ceci 

revient  à  dire  que,  si  des  formules  (3)  on  tire  les  valeurs  des 

ùu      dv      dw  1  1  /   \    1        .  •  »      1 

— ->  -— j  y^  pour  les  porter  dans  (1),  les  équations  résultantes 

OJlî      OJCî      uJCi 

seront  identiques  quand  on  remplacera  «,   c,  w  par  leurs 

valeurs  tirées  de  (2);  mais  elles   sont  identiques  sans  qu'il 

soit  besoin  de  faire  cette  dernière  substitution,  car  on  peut 

toujours  choisir  a,  6,  c  de  manière  à  faire  acquérir  à  w,  v,  w 

des  valeurs  arbitraires,  et,  comme  elles  ont  lieu  quels  que 

soient  rt,  h,  c,  elles  ont  aussi  lieu  quels  que  soient  w,  v^  ^v. 

Ainsi  les  fonctions  F,  G,  H,  si  elles  existent,  satisferont 

aux  équations  différentielles  obtenues  en  remplaçant  dans  (i) 

du       àv      dw  ,  ,  »•    '        1     /Q\     ' 

—  '  -;— '  -T—  par  leurs  valeurs  tirées  ae(o),  a  savoir 

OXi      ÔXi      (^•^^■ 


(4) 


du 

d{¥,  G, 

H) 

.  ài¥.  G, 

H) 

ÔXi 

à  {Xi,  V, 

w) 

ô{u,  r, 

iV) 

ôv 

d{¥,  G 

H) 

'^(F,  G, 

H) 

ÔXi 

d{U,   Xi 

w) 

d{u,  V, 

w) 

dw 

f)(F,  G, 

H) 

d{¥,  G, 

H) 

OXi 

Ô{U,   V, 

^i) 

O^U,   V, 

W) 

CjGS  équations,  que  j'appellerai 


(5) 


Z  =  o, 


sont  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  ne  contien- 
nent pas  les  fonctions  inconnues  F,  G^  H,  et  les  nouvelles 
variables  sont  ?/,  v^  iv,  X\^  x^,  •  •  • ,  ^«. 

Les  équations  (5)  admettent,  comme  on  l'a  vu  au  para- 
graphe précédent,  une  intégrale  générale  et,  par  suite,  une 
infinité  de  solutions  particulières  :  je  dis  que,  si  F,  G,  H  con- 
stituent une  solution  de  (5),  les  équations  (2)  constitueront  un 
système  déterminant  des  valeurs  de  w,  (^,  w,  satisfaisant  aux 

/NT-         rr  •     1      /     \  .•         du        dv        dw 

équations  (i).  hn  eilet,  si  de  (2]  on  tire  - — >  y^?  - —  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  si  on  les  tire  de  (4),  les  formules  (5), 
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qui  sont  identiques,  se  transforment  dans  les  équations  (i), 
qui  alors  sont  identiquement  satisfaites. 

Les  équations  (i)  ont  donc  aussi  une  intégrale  générale; 
car,  si  l'on  fait  Xt  =  x^^,  on  peut  faire  en  sorte  que  F,  G,  H 
deviennent  des  fonctions  données  de  .To,  ^3,  .  .  . ,  x^^  11,  p,  (v, 
et,  par  suite,  on  peut  faire  en  sorte  que,  pour  x  =  x^^,  les 
équations  (2)  fournissent  pour  u,  ç,  w  des  valeurs  données 
fonctions  de  X2,  ^3,  .  .  . ,  x,i-  c.  q.  f.  d. 

VI.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur. 

Les  équations  d'ordre  supérieur  au  premier,  aux  dérivées 
partielles,  se  ramènent  facilement  à  des  équations  du  premier 
ordre  et,  par  suite,  sont  intégrables.  Pour  ne  pas  compliquer 
les  choses,  nous  considérerons  une  seule  équation  à  une  seule 
inconnue  u 

/  au      du  d^-u  \ 

cf(^«,.-„x„...,^,j-,  ...,^....j=o; 

il  est  bien  clair  que  l'on  peut  remplacer  l'intégration  de  cette 
équation  par  celle  des  suivantes 

/  àus  \ 

du  du 

U\  =  - —  5  U2  =  1 —  >  -  •  •  > 

axi  0x2 

qui  sont  du  premier  ordre. 

On  voit,  en  outre,  que  la  valeur  la  plus  générale  de  u  est 
telle  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  u,  u^,  u^-,  .  •  •  pour 
^,  =  ^J.  En  général  : 

V intégration  d'un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  pourra  s'effectuer  de  telle  sorte  que,  t  dési- 
gnant une  des  variables  indépendantes,  on  pourra  choisir 
arbitrairement,  pour  t^^tQ,  les  fonctions  inconnues  et 
leurs  dérivées  d'ordre  immédiatement  inférieur  à  celui 
avec  lequel  elles  entrent  dans  les  équations. 


ÉQUATIONS     d'oRDHE     SL1»ÉIUEUII.  I<S.^ 


VIL  —  Méthode  de  Cauchy  pour  l'intégration  des  équations 
linéaires  à  coefficients  constants. 

Soient  //,  t^,  (w,  ...  des  IbncLions  inconnues  des  variables 
/,  x^  y,  c,  ...  et  L,  M,  N,  . . .  des  fonctions  linéaires  homo- 
gènes et  à  coeflicients  constants  de  ii,  c,  iv  et  de  leurs  dérivées 
en  nombre  fini,  relatives  à  /,  .3?,  r,  ...  :  soient  enfin 

f{T,y,  .  .  .,  /).     ^^{x,r.  .  .  .,  t),      ... 

des  fonctions  données  de  x,  y,  ...,  /;  nous  allons  montrer 
comment  Cauchy  a  intég^ré  les  équations  linéaires  et  à  coeffi- 
cients constants  {Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  ma- 
thématique, t.  I,  p.  76) 


(•) 


en  nombre  égal  à  celui  des  fonctions  inconnues  7.  j»,     =  .. 

Désignons  par   S  un  symbole  opératoire  défini   par  Fé 
quation 


L  lu,  P.  . 

du    f^c 
■■'  Jt'  ât^ 

du  . 

d'-u 

'  '  '  df' 

■  ■;-/-^>n 

m(^/,  r.  . 

du    dv 
'•'dt'  Jt' 

du 

'  '  '  dx'  ' 

dUi 

'    df^  ' 

••  j-^=o, 

'-  r/'...et='^^-2)+f:i'J--0)...lv'-ie(^,  Tp  ...) 


l'exponentielle  ne  contenant  pas  /et  les  limites  des  intégrales 
étant  — 00  et  +00. 

Posons  alors  ' 

(3)  w  =  SU,         P-rSV.         (v  =  S\V, 

U,  V,  . . .  désignant  des  fonctions  de  ;,  ri?  C»  •  •  -^  t\  la  formule 
de  Fourier  donnera  (p.  4o6,  t.  III) 
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les  formules  (i)  pourront  alors  s'écrire 


s[^(u,v,. ...--.■...u./^,....^2U, ...).,.,(,. ..,0].o, 
s[m(u.v,...,^4,....u./:::T '^I^,  ...y,a,  .-.^^^o, 


et  les  formules  (3)  donneront  les  solutions  des  équations  (i) 
si  l'on  détermine  U,  V,  W,  .  . .  au  moyen  des  équations 
linéaires  ordinaires 

l(o.v,...,--...,u./=7 g,...)^/a,....^. 


dans  lesquelles  t  est  seule  variable  indépendante.  Supposons 
que  l'on  intègre,  par  exemple,  par  la  méthode  de  Ganchj 
(p.  296,  t.  V),  les  équations  (4)  de  telle  sorte  que,  pour  t  =  Ùq, 
[],  V,  ...  se  réduisent  à  des  fonctions  données  w*^,  ç^^  ...  de 

ç,  Yj^  Ç,  . . .  ;  que  leurs  dérivées  -p'  y-?  •  •  •  se  réduisent  aussi  a 

des  fonctions  données  (si  c'est  possible)  pour  t  =  t^^^  . . .,  les 
valeurs  de  u,  c,  . . .  données  par  les  équations  (3)  jouiront  de 
la  double  propriété  :  1  "  de  satisfaire  aux  formules  (1);  2"  de  se 
réduire,  ainsi  que  leurs  dérivées  relatives  à  t,  à  des  fonctions 
données  de  x,y,  z,  .... 


T7TTT  ATX-  '       l-'  *•  ^"  >   / '^'  "  ^  ^  ^*  '^^  " 

VIII.  —  Application  a  l'equation  ^^  =  «'(  -^  +  ~j^,  -^  ~^, 

Proposons-nous  d'intégrer  l'équation 

au  ^  / à'^u        d-  Il       à'  u\ 

-^  =  a2     ---  -^  -— -  +  — —     , 
dt  \  dx^         dy^         dz^  ) 

que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  de  la  chaleur.  Il  faudra  1 
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poser 

"  =  ffjffj     '  te'=<'-5'-P<r-V-ï'=-î'l^  ^  ^  ''^ 

et  intégrer  réquatlon 

dt  ^  '  '       ^ 

d'où  Ton  tire 

(.)-  désignant  pour  abréger  a- -h-  ?' 4- y-  et/(;,  r,,  ^)  dési- 
gnant une  fonction  arbitraire;  on  aura  alors 


-ffjm  -^' 


,      e        ,        3    . ,    /  V  /.,  y         ^  ^  doL  dz  d'i  dr.  d^f  dl 

*    ^'     "    "         '1-  IT.  271 


et  II  se  réduira  k  f{x,y^  z)  pour  ^  =  /«•  On  peut  écrire  cette 
solution  sous  la  forme 

dy.  dl  d'i  dT   r/v  di: 
■17:        2  7:         2  7: 

f't  même  sous  la  forme 


—  ç)cosî3(j—  rJcosYÎx;  —  O 

^/^  r/f    d^  dr    d^f  dr 


2  7:         2  7:         2  7: 
Or  on  a  (p.  :i6o,  t.  IIl) 

e-"'^'"-'o)cosa(^  — .c)<:/a  =  7==  ^    ^^'"''''î 


en  faisant  usage  de  cette  formule,  (i)  devient 

/  /  -,A\.r,,X,)e    '^y^-^^^d\dr,dX,, 
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en  posant  pourabréger  r- —  (ç  —  x)--i-{T^  —  j)'  +  (?  "~^)^5 
on  simplifie  un  peu  cette  valeur  de  u  en  posant 

et  l'on  a 


w=   /    /    /        _-L_.y(a^_i-«iX  v/^"— ^0,  ...)e-'^''^f^'+^'»^X^;jt^v, 


IX.  —  Intégration  de  -,  -  =  a^-    --—  +  -r h  - — 

En  appliquant  la  méthode  de  Gauchy,  on  a 

J  211 

et  U  est  déterminé  par  l'équation 


d'où  l'on  tire 


(0 


tt  p 
En  posant  pour  abréger 

la  valeur  de  u  se  représente  donc  sous  la  forme 

u=      //..■F(^^,Ocosapie^ar;-^)^---]v-=^^"^-^^^^^t''^^^^ 
jj      ■   •^^"'   "  ^^      ap  8tt3 

et  se  réduit  à  F(^,  y,  ^)  pour  ^  =:rr  o  ;  sa  dérivée  relative  à  t 
se  réduit  dans  les  mêmes  conditions  dif^x,  y,  z). 

Occupons-nous  d'abord  de  la  seconde  intégrale  et  consi- 
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dérons  a,  3,  y:  x,  y^  z  et  ;,  y,,  Ç  comme  des  coordonnées  : 
posons 

^  —  ^ -i- r  cos(|;  sinO,         r,  —  jj' -h /•  sintj;  sinO,  ^  =  z-hrcosO; 

/•,  0,  'l  seront  les  coordonnées  polaires  du  point  ?,  7i,  Ç.  Pre- 
nons pour  nouvel  axe  des  z  la  droite  qui  joint  les  points 
J7,  }  ,  z  et  ç,  r,,  Ç,  et  posons 

a  =  p  cos(!>'sinO',         ^  =  p  sin'I'sinO',         Y  =  pcosO'; 

p,  H\  'V  seront  les  coordonnées  polaires  du  point  a,  fi,  v.  La 
seconde  intégrale,  qui  figure  dans  la  formule  (i),  prendra  la 
forme 

^s    f^    f^    f     f    r'    r   '/(^-^cos^sinO,  ...) 

«'-'Jo      -'o     -'o     -^0     -^0       Jq 

X  —  sin a p  ^  grpco.O'/^  .2  ,.2  gin  O'  sin6  c?o  <i/'  d^  d^' dV d<b  ; 

l'intégration  peut  être  effectuée  par  rapporta  B' et  par  rapport 
à  'V;  on  a  alors 

^ac       ^00        ^7:       /»2TT 

—    /        /       /       /       /(^^rcos^sine,-...) 

^"      Jq        eo        »^'o        »'0 


p 

X  sinao^  sihpr  -  sin6  dz  dr  d()  db 


ou  bien 


k-rm-f' 


x^-  rcos'J;  sin6.  .  .  .) 


X  [ cos  z{at  —  r)  —  cos p{at  ^  r)]  —  sin 6  dp  dr  r/O  d^ 
ou  bien  encore,  en  supposant  l'intégrale  suivante  finie, 


X  cosp(a^  —  r)  -  sinO  do  dr  d^  dh, 
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c'est-à-dire,  en  verlii  de  la  formule  de  Fourier, 

— "    /        /       /(a? -r- a^  cost|^  sin6,  jK  4- <^^  siii<]/ sin6,  ^  +  a^  cos6)^  sinO  (t/O  <:/(]>. 

Dès  lors,  il  est  facile  de  voir  que  la  formule  (i)  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

^71      ^271 

urr^  —     I        /       /(^  +  a?  cos'l' siiiO,  ^ -h  a^  sin  J;  sinO,  ^  4- a^  cos6)Z  sin6  <r/6  <:/•]> 

7        I  !<»  TC      ^  2  71 

H -—    /        /        F(^ -f- a^  cos'';  sinô,  r -4- <2^  sinJ;  sin6,  ^ -f- a^  cos6)  /  sin  6  <:/0  ^Z' 

Cette  transformation  de  la  valeur  de  u  a  été  effectuée  par 
Poisson  [Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences, 
Mil). 


rr  .         f        .•  •     1.-  X-  ^^^*  ^'^^  ^^^ 

X.  —  Application  a  1  équation  — —  -f-  -—  +  —y  =  o. 


Proposons-nous  d'intégrer  l'équation 

(r-ii        d^-u        d^'U  _ 
Ox'^         Oy'^         dz^ 

de  telle  sorte  que  la  fonction  u  prenne  des  valeurs  données 
sur  les  faces  d'un  parallélépipède  donné.  Soient  ^=  d=  a, 
7  =  =h  è,  ^  =  ±:  c  les  équations  des  faces  de  ce  parallélépi- 
pède :  nous  poserons 

u^   r  rr  n±\\(l  r^,  z)  e^^^^-^^^^^n-y^^^^Ur^  d^  dr,  d% 

les  limites  de  l'intégrale  étant  infinies;  nous  aurons  alors  à 
déterminer  cp  par  l'équation 

on  aura  donc 


cp  =  Ae-v/âM^_^Be--Vjt-^+p\ 
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Délermi lions  A  et  B,  de  telle  sorte  que,  pour  z  =  zti  c,  on  ait 

r  ==/»(^5  '^')  oii/2(?,  -^);  il  faudra  (pie 


A  e'-  /^^  4-  B  e-''  v^^^+P*  =  /^  (  ?,  r,  ), 


donc 


e2w_g-2a)     '    ) 

si  l'on  prend  alors 

/-  +  " 


2  7:/   .^/_  e2oj_  g-2a) 

X  cos[a(;  —  ^j+  ^3(r,  —  JK)]^^  6/a  <ir,  û?^, 

;/  se  réduira  à  fii^^y)  pour  ^  :=  +  c  et  à  f-i^oc^y)  pour 
Jï  =  —  c;  si  l'on  prend  les  limites  des  intégrales  relatives  à  \ 
et  à  Tj  égales  à  —  a  et  à  -}-  <:/,  à  —  Z?  et  à  +  ^,  w  sera  nul  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  et  de  j',  telles  que 

par  conséquent,  pour  ^  =  dz  a  et  j)^  =  zt />,  «  sera  nul. 
Appelons  Uc  cette  solution  :  il  est  clair  que 

sera  une  solution  jouissant  des  propriétés  demandées. 

Remarque.  —  On  peut  évidemment  modifier  la  méthode 
d'intégration  que  nous  venons  de  suivre  et  employer  des 
séries,  au  lieu  des  intégrales  multiples  que  nous  avons  intro- 
duites dans  nos  solutions.  Ainsi,  dans  le  problème  que  nous 
venons  de  traiter  en  dernier  lieu,  on  aurait  pu  poser 

a  et  S  auraient  alors  été  des  entiers  variant  de  —  ce  à  +  20 
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et  la  fonction  o  aurait  toujours  été  déterminée  de  la  même 
façon.  Les  développements  en  série  sont  souvent  employés 
en  Physique  mathématique. 


XI.  —  Sur  1  équation  -—^  a-  4q  .-  —  o. 


L'équation 

(0 

()2  U              du 

est  célèbre  :  elle  se  ramène  à  la  forme  linéaire  à  coefficienls 
constants  en  posant 

on  a  alors 

d'^  Ji  _  du 

nous  l'intégrerons  par  séries  et  nous  poserons 
Nous  aurons  alors 

f)t  Â^J     17Z    dt 

et  l'on  satisfera  à  l'équation  (2)  en  posant 
do 

c'est-à-dire 

on  aura  alors 


u=^  f^  Ge-^'f+^'^-^h^-^dl 


ÉQUATIONS    d' OUI)  HE    SUPÉRIEUR.  igi 

G  désignant  une  fonclion  arbilraire  de  ^  et  de  a.  Si  l'on  rem- 
place t  par  —  |l0o<7»  ^^  aura  l'intégrale  de  (i) 


?/  =  V   jCq*  ea(^-:r)v'-i^j 


OU  encore 


-U 


a» 


G<7  *  cosa(^  —  x)cl\\ 


si  l'on  fait  G  =  —  7—?  on  trouve 
4a 


u  —  q'*  ?>\wx  —  q'*  sin3iP 
c'est-à-dire  (p.  354,  t-  IV) 


I  iKt 

f«  =  -  H 
2 


XII.  —  Sur  une  sorte  de  paradoxe. 


Gonsidérons  l'équation  très  simple 


v'/  A*  A^l^ 


du        d'il 


on  peut  l'intégrer  de  deux  manières  par  la  méthode  de 
Gauchy,  et  faire  dépendre  sa  solution  de  l'intégration  d'une 
équation  ordinaire  du  premier  ordre  en  t,  ou  du  second  ordre 
en  X.  Dans  le  premier  cas^  la  solution  renfermera  une  fonc- 
tion arbitraire  de  x\  dans  le  second,  elle  renfermera  deux 
fonctions  arbitraires  de  t  :  il  y  a  là  une  sorte  de  paradoxe  qui 
se  présentera  évidemment  dans  un  grand  nombre  d'autres  cas 
et  que  l'on  peut,  sinon  faire  disparaître,  au  moins  expliquer 
en  partie  au  moyen  du  raisonnement  suivant  dû  à  Poisson. 

Essayons  de  développer  la  fonction  u  qui  satisfait  à 
l'équation  (i)  en  série,  par  la  formule  de  Maclaurin.  En 
ordonnant  d'abord  par  rapport  aux  puissances   de   t  et  en 
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])renant  u  arbitrairement  et  égal  à  ^{x)  pour  ^  =  o,  on  aura 

et,  par  suite^ 

t  r-  p 

(2)      11  =  o(x)-\-  -  o"(x)^ o'V^)h o''Ux)-h.  .  .: 

^  '  ^      '  l     '  ^  1.2''  1.2.3' 

.   ,,  1  du 

au  contraire,  si  Ion  se  donne  u  et—  respectivement  égaux 

à  '!*(/)  et  '/(^)  pour  x  =  o^  on  a 

X  —  O  .r=0 

et,  par  suite, 

(3)     ii  =  ^{t)+xx{t)-^^^^\t)-^  i^y^'^^^""-- 

On  peut  toujours  choisir  les  fonctions  cp,  y,  à  de  manière 
que  les  séries  (2)  et  (3)  soient  convergentes  et  satisfassent 
à  (i),  et,  bien  que  la  condition  de  convergence  restreigne  la 
généralité  des  fonctions  o,  y,  ^  et  soit  à  ia  rigueur  une  raison 
suffisante  pour  faire  concevoir  l'équivalence  d'une  fonction 
arbitraire  et  de  deux  fonctions  arbitraires,  on  peut  montrer 
directement  l'équivalence  des  formules  (2)  et  (3)  en  posant 


^(0 

=:  A+B   -  +G  -^  --. 

I                   1.2 

1(0 

t            /2 
=:  A'+B'-  4-  G'  — +. 

I                    1.2 

La  formule  (3)  devient  alors 

u  - 

=       A  + . 

A'^  +  B  "^^   +B'     ■""'..  4-. 
1.2             1.2.3 

.;(» 

+  B'''^  +  G  ^'  -hC'     •'^' 

1            1.2           1.2 

.3 

-&A 

;G+c'f+.. .)+..., 

•mule  équivalente 

à  (2)  si  l'on  suppose 

( 

■d(x)  =  A 

B.r2       ^,     x^ 

-4-  A  \r  H h  B 

-i- 

2.3 
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Ce  calcul,  à  notre  avis,  n'explique  pas  complètement  le 
paradoxe,  parce  que  rien  ne  prouve  que  (2)  et  (3)  soient 
les  intégrales  les  plus  générales  de  (  i  )  :  rien  ne  prouve  non 
plus  que  la  méthode  de  Caucliy  fournisse  l'intégrale  la  plus 
générale  de  cette  équation;  d'ailleurs,  les  conditions  de  con- 
vergence imposées  aux  séries  (2)  et  (3)  ne  permettent  pas 
de  considérer  cp,  y,  6  comme  des  fonctions  tout  à  fait  arbi- 
traires; des  conditions  analogues  sont  imposées  aux  fonctions 
en  apparence  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  de 
Cauchy.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  plane  un  nuage  sur  la  théorie 
(jui  nous  occupe,  et  il  est  bon  de  le  signaler,  bien  qu'il  ne 
nous  soit  pas  possible  de  le  dissiper. 


XIII.  —  Intégration  d'un  système  à  plusieurs  inconnues. 

Désignons  par  u^  ç^  w  trois  fonctions  inconnues  de  œ, 
y,  ^,  t,  et  par  A,  B,  A',  .  .  .  des  symboles  opératoires  définis 
par  des  équations,  telles  que 

A  u  =  a   — — -  -+-  a   ——-  -+-  a    -t-„  -f-  9, 0 


Ox-  ôy^  .  dz'^  Oy  dz 


ôx'-          '  dy^          '  dz-i             '  ôyàz 
) 

r/,  6,  a',  .  .  .  ,  «1,  .  .  .  désignant  des  constantes,  en  sorte  que 
\u  désignera  une  fonction  linéaire  des  dérivées  secondes 
de  w,  prises  par  rapport  à  ^,  jr,  ^,  mais  non  par  rapport  à  t. 
Les  équations 

(I)  {^    =B'a-f-AV  +  B«^, 

-— -  =B'  u  -\-B  V  ^  k"  w 

se  rencontrent  dans  les  questions  les  plus  importantes  de  la 
h.  —  Traité  d'Analyse,  \\.  i3 
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Physique  mathématique  :  alors  x^  y,  z  désignent  les  coor- 
données d'un  point  de  l'espace  et  t  le  temps;  quant  à  m,  v^ 
iv,  ces  quantités  peuvent,  suivant  les  cas,  avoir  des  significa- 
tions diverses. 

Pour  intégrer  les  équations  (i),  nous  suivrons  la  méthode 
de  Cauchy,  et,  posant  en  général 


^/(^,  r.  -s,  0 


^  (i^Y  f  f  f  f  f  f        •^*^^'  ^'  ^'  t)e^-i^^l-^^CL+i-fi-y)^+,i:-z)y]  d\  dT.  d-n  d^  d'C  dr 

nous  désignerons  par  ;/,,  ç^^  w^  des  fonctions  de  \,  '/],  Ç,  ^,  et 
nous  ferons 

alors  nous  aurons 

d'^u  _  n  d'Lty  d-v      _r\  d^vi  d-iv  _  n  d-wi 

'dt^  ~i^~dt^'         'ât^      "O'dF'         ~âW  ~  O    dt^  ,' 

En  désignant  par  P,  P',  P'',  Q,  Q',  Q"  les  quantités 

que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  A  z^,  B  «/,...,  les  dérivées  4 

relatives  à  x-,  y-,  ^^,  yz,  .  .  .  par  a-,  j^-,  y-,  j^y,  .  .  .  ,  et  si 
l'on  porte  ces  vdeurs  dans  (i),  ces  équations  deviendront 

d'-U] 
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et  l'on  y  satisfera  en  déterminant  Ut,  t^,,  (v,  au  moyen  des 
équations 


M 


'^'"'   -Vu 


df^ 


q'u.^Vv,  -t-Q«^,, 


^Q'wi^Qç',  +  l*"(v, 


Nous  allons  intégrer  ces  équations  de  telle  sorte  que,  pour 
^  =  0,  z/,,  Pi  et  w^  se  réduisent  respectivement  à  cp(Ç,  r^,  Ç), 

y  (;,  7.,  g,  6(k,  fn  b)  et  que  leurs  dérivées  ~^y  -~,  -^  se 

réduisent  alors  à  cp',  y',  'V.  Alors  S^^i,  S(^<,  S(v,  satisferont 
à  (i)  et  se  réduiront  dans  les  mêmes  circonstances  à 

et  cela  en  vertu  de  la  formule  de  Fourier. 

Conformément  à  la  règle  donnée  par  Caucliy  (t.  V,  p.  296), 
on  posera 


F(5)  = 


C^     F(5) 


-  .2         Q" 
Q"        V'  —  s^ 

Q'  Q 


Q' 

Q 

P"  — 52 


et  0,,  82,  B3  seront  déterminés  par  les  équations 

eiQ'^e2Q  +  63(P"-52)  =  vF(5), 

en  sorte  que  l'on  aura 


d¥_ 


■) 


¥{s) 


Vi 


w, 


À,  jj.,  V  désignant  trois  fonctions  linéaires  arbitraires  de  s  dont 
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nous  allons  disposer  pour  satisfaire  aux  conditions  initiales. 
Pour  ^  =  o,  on  a 

,.  /,  ÔF  ÔF  àF\      I 


âP     •     '     rJQ"  dq'J  F{s) 

t  (s)  est  du  sixième  désire,  -r^r  du  quatrième  et  -r^.,   --r  du 

second,  ces  deux  derniers  polynômes  ne  fourniront  pas  de 
terme  au  résidu.  Si  l'on  remplace  alors  1  par  w.ç  +  n  et  Ut 

ÔUx  t 

par  cp,  — —  par  o,  on  trouve 


/"» 

r)F 

1 

1 

0    — 

1 

^??  V 



' 

i^ 

ÔP 

F( 

s) 

r)F 

1 

'i    — 

1 

/?.« 

— 

— 

' 

i^ 

dP 

IM. 

s) 

m  —  ^ —  C5, 


de  sorte  que 


p   6'*-^(5'^-^-'-p')   r)F 
*^  F{s)^'~  ÔP 


ou,  remplaçant  yp  pary"(5),  qui  sera  du  quatrième  degré  sans 
termes  de  degré  impair, 


U\ 


=  —  1 


e^t{so-^o')f{s) 


^  F{s) 

ou 


6--'(.99-a-'^')/(^^^^ 


7-T^  "~  'fTI 


et,  par  suite, 

'y  ds 


(3) 


F(a-) 


(^  et  (V  se  calculent  de  la  même  façon  ;  on  peut  simplifier  cette 
solution.  Considérons,  en  effet,  a,  ^,  y  comme  des  coordon- 
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nées  rectangulaires;  soient  alors/- la  distance  du  point  a,  p,  y 
à  l'origine,  <7,  b^  c  les  cosinus  directeurs  du  rayon  r,  et  posons 

a  —  ra  —  r  cos-]/  sin  0. 
^  —  r^  —  /•  sinij;  sinO, 
-'^  —  rc  —  r  cosO. 

Soient  a',  ^',  c'  et  a",  b\  c"  six  cosinus  directeurs  de  droites 
formant  avec  /'  trois  directions  rectangulaires  :  posons 

^  —  a\'  -\-  a'r/-h  a  T, 
Y]  =  6H'  -+-  b'r/  -+-  b"V,, 
Ç  =  cç'-f-  c'r/-f-  c"Ç'; 
()OSons  enfin 

.ç  =  cr  r  / —  I 

et  observons  que  les  coefficients  P,  P',  P'^  Q,  Q',  Q"  con- 
tiennent a,  p,  Y  au  second  degré  sous  forme  homogène,  en 
sorte  que 

F(a,V— "7)     et    /(cr/V^) 

peuvent  se  mettre  sous  les  formes 

r3F(av/=T)     et     rV/(<T/-7); 
la  formule  (3)  deviendra 

i«  =  — — ^    f  r  f  C  f  f  fr^drsinbd^d'\>d'ç'dr;di:'rd7 

r2F(a/-i)     *^^ 
h  désignant,  pour  abréger,  la  quantité, 

ax  -{-  by  -^  cz  =  X  cos'];  sin  6  -^  y  sin»];  sin 6  -f-  2  cos6. 

Si  Ton  effectue  les  intégrations  relatives  k'i\'  et  Ç',  en  appelant 

cl>(i')  et  <^'{^)  les  intégrales  de  cp(5',  r/,  Ç')  et  '/(?',  r/,  C),  on 
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a  cette  valeur  plus  simple  de  u, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

{27z)'^  df^J  J  J  J  J  ^  crF(crv/-0 

,    v:!EZ  4   f  f  f  f  fdrsmbd^d^d^'d<7e''^~i'^l'-à-^^^  ^(W-^) 


Cette  fois  la  formule  de  Fourier  permet  de  faire  l'intégra- 
tion parrapport  à/'et  ^';  mais,  comme  r  ne  varie  que  de  oàoo, 
on  prendra  pour  limites  —  30  et  +  co  en  divisant  le  résultat 
par  2,  ce  qui  donne 


u  = 


■     *  rr/'.:.».»..,,^.*<^-»o/(^/-i) 


W^^Jff ''"""''"'' 


'2{iT.f  df^J  J  J  ^  crF(av/— 1) 

li'iizfdtJJJ  ^  aF(av/-i) 

On  trouverait  des  valeurs  analogues  pour  ç  et  (v;  les  limites 
pour  B  et  di  sont  o  et  tc,  o  et  iiz. 


XIV.  —  Intégration  d'un  système  d'équations  linéaires 
et  à  coefficients  variables. 

La  méthode  de  Lagrange  s'applique  très  bien  au  système 
suivant  considéré  par  Jacobi, 


dux      ^    „    du)^  ^         dui 


X   ^^  +X    ^^  4-      +X    ^^^^"  =  u 

^    ÔX],  ^    àX2    ~^*  '  '        ^   "■   dXn 
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dans  lequel  X, ,  X2,  . . . ,  U, ,  Uo,  .  •  •  sont  des  fonctions  quel- 
conques des  variables  JC|,  ^o,  . . . ,  ^/^  et  des  fonctions  incon- 


nues ;/,,  «2,  . . . ,  u,n.  En  eflet,  remplaçons  y-^  par/?/y  :  nous 


V 


aurons      -— — " 

<■)  i  • 

f    ^iPml  -+-  ^iPinl  -H  .  •  .  H-  ^nPmn  =  U/,j  ; 

or  on  a 

c/mi   =pndxi  -hpiidx2  -\-...  +  pindxn, 

> 

^W/«  ==  />ml  C?:ri  -V- p,nl  dx^  -+-...  ^ PmndXn- 

Si  l'on  tire  /?h  ,  /?2i ,  . . . ,  />mi  de  là  pour  les  porter  dans  (i), 
ces  formules  deviennent 

\x{dui~ piidx^— . .  .  —  pindxn) 
-f- (X2/>i2 -^-. . .+ X„/?i„  —Ui)  dxi  =  o, 

(•^)       ; 

Xi{du,n—pm-2dx^  —  .  ..—pmndXn) 

-i-(X2/?,«2  +  -  •  •+X„/>/„„—  U;,i)£/a7|  =  0. 

Si  nous  égalons  à  zéro  les  coefficients  des  pij,  nous  obtenons 
les  relations 

(3)  Xirfj"2  =  Xo^^J^i,  Xidx3  =  X:idxi,  ...,  XiC?a7„  =  X,i6/:ri, 
et  les  équations  (2)  se  réduisent  à 

(4)  [Jidxi  =  Xidui,         ...,         Vmdxi  =  Xidu,n, 

en  sorte  que,  si  entre  les  x  on  établit  les  relations  (3),  les  rela- 
tions (4)  devront  avoir  lieu  si  les  fonctions  u  satisfont  aux 
équations  proposées  (i).  Or  les  équations  (3)  et  (4)  peuvent 
s'écrire 

, ,  ,  .  .         dxi        dx^  dx,i       du  y  du  m 

<■•*">      -x7=  x7=---=  x7  =  TI7=---=1J:7- 

Soient 

(5)  ai=cpi,  «2  =  ?2>  •••,  am+«-i=  ?/«+n-ij 

leurs  intégrales,  a,,  a2,  ...,  désignant  des  constantes  et  '^i, 
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cp2,  ...,  des  fonctions  des  u  et  des  x\  m  de  ces  équations 
devront  être  des  conséquences  des  autres;  par  suite,  si  l'on 
établit  m  relations  arbitraires  entre  les  fonctions  '^,  ces  m 
relations  permettront  de  calculer  u^^  11.2,  •  •  •  ?  Um  et  seront  les 
intégrales  du  système  proposé. 

Jacobi  arrive  au  même  résultat  par  des  considérations  diffé- 
rentes. 

Supposons  que  l'on  ait  intégré  les  équations  (4),  de  telle 
sorte  que  pour  ^,  =  ^J  on  ait  X2  =  o;^>,  ...,  U[-=u% 
11-2=  fi?2f  •  •  •  5  on  pourra  mettre  leurs  intégrales  (5)  sous  les 
formes 

l  *l(^?,  ^^    ...,  ^;„    «î,    ...,    U^n)  =  0, 

<l>i,  <I>2  désignant  des  fonctions  de  ^,,  ^05  •  •  • ,  fi{,  u-i,  •  •  •? 
et  de  ^J,  ^î,  . .  .  ,  «*J,  u\^ Si  l'on  fait  alors 

(       M?=  HTi   {xl,    ...,   X%), 

7)  ' 

\    ^^/n  ^^  ^/n  K"^  zj    ■  •  '  1  '^  n  )i 

et  si  entre  (6)  et  (7)  on  élimine  x\^  x\^  . . . ,  x\^  u\,  . . . ,  w°, 
on  aura  (p.  19  )  des  équations  qui  fourniront  pour  u^, 
U21  ■  -  ' ,  Uni  des  fonctions  de  x^^  X2,  .  . .  ^  Xn  se  réduisant  res- 
pectivement   à    ^1(^2?    -^35     •••?    ^n)^    ^2(«^2,    •••>    ^rt)j    •••» 

pour  ^1  =  x\,  et  qui,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  dire,  seront 
des  intégrales  des  équations  proposées  (i). 

Nous  allons  faire  une  application  importante  de  la  théorie 
qui  précède. 

XV.  —  Nouvelle  méthode  pour  l'intégration  d'une  seule  équation. 

Les  équations  du  paragraphe  précédent  se  présentent  dans 
une  circonstance  importante.  Je  suppose  que  l'on  veuille 
intégrer  l'équation  du  premier  ordre 

/  N  du        . 
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OÙ  /  est  une  fonction   de  x^  Xs-,   .  •  -,  Xn  et  de  /?,  =  -— > 

du  ^      ,  ,  .  .  ,, 

yw.j  ==  — 7  >  •  •  •  •  inte^^rer  cette  équation  revient,  comme  on  1  ;i 

déjà  dit.  à  iiitrj^rer  rt'quation  aux  difTérentielles  totales 

(  'i.  )  du  =  pi  dx^  ~  Pi  d.r.^  -f- .  . .  -~  f  dx, 

après  Tavoir  rendue  intégrable  par  un  chois,  convenable  de 
p,,  /?2.  •  .  . ,  Pn'i  oi'  le  second  membre  de  celle  équation  (2) 
(p.  202,  t.  III)  sera  une  différentielle  exacte  si  l'on  a 


(3) 


\dxi/ ^  dx        \(Jx.2/''  '  Ox        \dx,i  / 


dx 
et  si,  de  plus,  pour  x  =  x^, 

pi  dxi  -t-  /?2  dx-i  -\- . . . -\-  p ,1  dx,i  • 

est  une  différentielle  exacte  dm\  or  les  équations  (3)  peuvent 
s'écrire 

àpi  _  ^/  _^  df  dp^  _^  ^/   dpn 

dx         dxi        dpi  dxi       '  '  '       dp„   dx^ 

(^>  ) 

\  ^pjL  —  EL  ^  EL  ^Pi        ,  ^/  àp» . 

V    dx         dXa    '    dpi  dXii  dp,i  dx,i  ' 

ces  équations  déterminent /?,, /?o,  .  .  .,  /)„. 

En  les  intégrant  de  manière  que,  pour  x  =  x^,  on  ait 

djjy  dw 

les  quantités  p\,  p^i  •  •  •  seront  les  dérivées  partielles  de  la 

fonction  cherchée  u,  et  l'on  aura  -^  =  -J-^ ',  donc  les  fonc- 

'  dxj  dxi 

lions  p  satisfont  aussi  au  système  déduit  de  (4)  par  ce  chan- 
gement, à  savoir 


dx 

_    df  _^   df  dp,  ^ 
dxx        dpi  dxi 

_^    àf    àp, 

dpn   dXn 

àpn 

dx 

_    df    ^    df    dpn  ^ 
dXn          dpi    dXa 

^    df    dp„ 
dpn   dXn 
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lequel,  d'après  le  paragraphe  précédent,  s'intégrera  en  posant 

./^  _       dx^  _       _  dpr  _       _  dp,, 

àfi  Ou;i  dxn 

En  intégrant  ces  équations  de  telle  sorte  que  pour^  =  x^  on 
ait  Xi=zx],  pi=^p\  et  en  éliminant  les  x^  et  les  p^  entre  les 
intégrales  ainsi  obtenues  et  les  équations 

0  ^^  es  ^^ 

les/?  étant  connus,  on  aura 

ii  —  m-^  I     {pidxx-^.-.-^padxa-\-fdt)'^ 

on  retrouve  ainsi  de  la  façon  la  plus  simple  la  règle  donnée 
par  Gauchj. 

XVI.  —  Équations  de  Laplace. 

La  méthode  de  Laplace,  exposée  dans  V Histoire  de  V Aca- 
démie des  Sciences^   lyjS^    s'applique   aux  équations  de  la 

/.  .         ^         ,  dz  dz  d'^z 

lorme  suivante,  ou/?r:=  --?  ci  =  -—y  s  =  -——> 
'  âx     ^         ôy  ôxôy 

(i)  s-\~?p^Qq-\-Zz=M, 

P,  Q,  Z,  M  désignant  des  fonctions  de  x  et  y  seuls.  Si  l'on 
suppose  jK  constant,  cette  équation  pourra  s'écrire 

dq  -\-Vdz  +  {(lq  -\-Zz  —  M)dx  =0] 

elle  pourra  s'intégrer  comme  une  équation  aux  différences 
totales  si  l'on  a 


w  l-z  +  PQ 
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et  son  inlégrale  sera  une  intégrale  première  de  (i),  si  l'on 
considère  la  constante  d'intégration  comme  fonction  arbitraire 
de  y.  On  obtiendrait  de  même  une  intégrale  première  conte- 
nant une  fonction  arbitraire  de  x  si  l'on  avait 


(3)  ^_Z-r-PQ  =  o. 

Nous  désignerons  par  A  et  B  respectivement  les  premiers 
membres  de  (2)  et  (3);  ainsi  nous  aurons 

Supposons  maintenant  A.^o,  B^o  :  posons 
(5)  u  =  q-^Pz; 


on  aura 


'-•f^'^y  fueSy^<hdy. 


Portons  cette  valeur  dans  (i);  nous  aurons,  tous  calculs  faits, 
en  observant  que,  en  vertu  de  (5),  s  -\-  Vp  n'est  autre  chose 
au  _^àV^ 


au 

dx 


ou 


Ae-/P<>  Ç ue^'^^h- dy -r-  Qu=  M 

1  e+SVriy  (^^(^u_  yi\  _.  Cue^'P^y  dy  =  o. 

Différentions  par  rapport  à  y  et  supprimons  le  facteur  e^^''^'; 
nous  aurons 

A  \dxdy  ~^       ày  dy         dy  ) 

/P        dk     i  \/dii        „  ,,\ 
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Nous  poserons 


l'équation  à  laquelle  satisfait  a  devient  alors 

dxdf  dx        ^    dy 

elle  est  de  même  forme  que  (i).  Si  les  conditions  d'intégrabi- 
lité  s'y  appliquent,  on  pourra  l'intégrer  et,  par  suite,  intégrer 
(i);  posons  alors 


nous  aurons 


ou 


_  dP  _  dQ  cîMo^Â 

dx        dy  dxdy 

—  h5  — 
Bi  =  A; 


les  formules  (8)  montrent  que  B,  n'est  pas  nul,  mais  A, 
peut  l'être;  dans  ce  cas,  l'équation  (t)  est  intégrable.  Si  A, 
n'est  pas  nul,  on  opérera  sur  l'équation  (7)  comme  sur  (i),  et 
ainsi  de  suite. 

L'inconvénient  de  la  méthode  de  Laplace  est  de  conduire 
à  des  calculs  fort  longs,  sans  donner  la  certitude  que  l'on 
ne  finira  pas  par  trouver  des  conditions  d'intégrabilité  satis- 
faites. 

Si  l'on  applique  la  méthode  de  Laplace  à  l'équation 

5  =  Z^, 
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il  est  facile  de  voir  qu'elle  sera  inlégrable,  si  l'une  des  quan- 


ités  )v„,  A|?  ^21  •  •  •  «  définies  par  les  équations  suivantes,  est 

Z"==Ao,  ^^1  ~  aq  — 


nulle  : 

Oxdy 

A2   —    Aj  ■ y  A3    A2  


OxOy  Oxdy 


XVII.  —  Équations  linéaires  plus  générales. 
L'équation  linéaire 

<r^  z  >r^  z.  -•)2  ^ 

(  I  )  A     —  -T-  2  n  ^ ,-  C  ^--  -r   D  =  o, 

Ox-  (Jx  Oy  Oy- 

dans  laquelle  A,  B,  C  désignent  des  fonctions  quelconques 
de  X  et  )  ,  et  dans  laquelle  D  est  une  fonction  linéaire  de  s,  de 

p  z=  —  et  de  cy  =  — ^  à  coefficients   fonction  de  x  et  y,  se 

ramène  facilement  au  type  de  Laplace  étudié  au  paragraphe 
précédent. 

En  effet,  si,  à  la  place  de  x  et  j',  on  prend  deux  nouvelles 
variables  ;  et  r, ,  en  laissant  indéterminées  les  relations  qui 
lient  x,}-,  ç,  r,,  on  aura 

Oz  _  o*:;  t^  Oz  t\ 
ôx  0\  Ox  dr,  Oj- 
ôz  _  ôz    d\         Oz   Or, 


/  ^^  ^'^i  <^^  ^^'       Or^'-\Ox/      '    Oc,  àx^       Or,  Ox- 


(>^^  ~  'ôï^  \  Ox 
0-^z  O-'z   d'z    ai 


0-^z    /  0^^   â-q         Ori    t*^  \        c)2  3  Or,   Or, 
^rOr\  \0x  Oy        Ox  Oy /    '     Or,-  Ox  Oy 


Ox  Oy        0^^   Ox  Oy  àrOr^  \0x  Oy        Ox  Oy  )        Or,-  Ox  Oy 

Oz     O-^'i  Oz     O'-r, 

0^  Ox  Oy  '    Or,  Ox  Oy 

Oyi  ~  tyJ2  \  f)j}     ■  ^- 1)^  or^  Oj-  J/    '    Or^-^  \0y  )     '    0^  Oy^  ~^  Or,  dy^ 
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T?  .      .  1  j     àyz        â^z       d^-z     àz     dz    .  ,  . 

lin  portant  ces  valeurs  de  -^,^5   -:; — r- ?  -r-^,  -r-,  -r-  dans  (i), 
^  ôx-      ax  ôy      oy^     ax     dy  ^  ^ 

et  en  déterminant  ^  et  7]  au  moyen  des  équations 


dr/         "^      dx  dy  \ày  ' 

t^jp  4r  "^    \^7, 


Ksy-- 


l'équation  (i)  se  transformera  en  une  autre  de  même  forme, 

mais  ne  contenant  plus  -^,  — -^j  c  est-a-dire  en  une  équation 

du  genre  de  celles  qui  ont  été  étudiées  par  Laplace.  \  et  7j 
satisfont  à  la  même  équation 

k(  —  WiB  —  — +  G(^  — V  =  o 
^  \àx  /  dx  dy  \ày  / 

qui  ordinairement  se  décompose  en  deux  autres  linéaires  et 
du  premier  ordre;  si  ces  équations  sont  distinctes,  leurs  solu- 
tions pourront  être  prises  pour  ^  et'/] ,  sinon  les  solutions  d'une 
même  équation  linéaire^  étant  fonctions  l'une  de  l'autre,  ne 
pourront  être  prises  comme  variables  :  la  méthode  tombera 
en  défaut,  mais  on  pourra  toujours  faire  disparaître  deux 
dérivées  secondes,  en  prenant  pour  Ç  une  solution  de  (2)  et 
pour  r,  une  solution  de 

A  ii  ^  -^  /'-'^l  :^  -I-  ^  -^  U.B  -I-  G  ^  ^  =  o 
dx  dx  ~^  \  dx  dy  "^  dx  dy  /  ^  dy  dy         ^ 

après  avoir  déterminé  ^.  Mais  cette  dernière  équation  est 
satisfaite,  quel  que  soit  ç,  quand  B-  =  AC.  En  eflfet,  en  sup- 
posant A  =  a-,  G  =  b-,  elle  se  réduit  alors  à 

d'r         j    d'^\/      dr,         j   dr, 


dx  ^y  J  \    ^^  ^y , 

en  sorte  que  l'on  pourra  choisir  t,  arbitrairement. 

XVIII.  —  Application. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

.  .  .    d^z  ^    d'^z         ^  d^z 

^  '  dx^'  dxdy  dy^ 
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dans  laquelle  nous  supposerons  A,  B,  G  constants  :  si  l'on  fait 

a,  [3,  a',  ^^'  désignant  des  constantes,  l'équation  transformée 
devient 

(-2)  (       -4-2(Aaa'+Ba3'-^Ba'î3-+-G33')4^ 

cette  équation  se  réduit  à 

qui  a  pour  intégrale 

/(ç)-^F(-0  =  ^, 

/et  F  désignant  des  fonctions  arbitraires.  Si  l'on  pose 

(3)  Aa2-i-2Ba3-f-G!32  =  o,         A  a'2 -i- 2Ba\3'-i- G  ^'2  =  o, 

équations  d'où  l'on  tire  les  rapports    0'  p7'  ^^^  sorte  que  l'in- 
tégrale  générale  de  (i)  prend  la  forme 

(4)  ^=/(a.r+.3j^)+F(a'^  +  |3». 

a  :  p  et  cf!  :  ^'  devant  satisfaire  à  (3)  sont  racines  d'une  même 
équation  du  second  degré 

Ai*2_|_2BM4-  G  =0, 

et  l'on  prendra  pour  ^  et  ^7  les   racines  de  cette   équation. 
Lorsque  ces  racines  sont  égales,  c'est-à-dire  quand 

B2  —  AG  =  o, 
la  formule  (4)  ne  contient  plus  deux  fonctions  [arbitraires, 
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mais  celte  formule  ne  donne  plus  la  solution  de  la  cjuestion. 
L'équation  (i)  est  de  la  forme 

(7,2   — —   -f-  2  va -r-  O^   — —    =  O, 

dx^  ôxOy  ày^  ' 

et  l'équation  (-a)  transformée  de  la  forme 

Si  Ton  détermine  alors  a  et  p  au  moyen  de  la  relation 

aa  H-  6^  =  o, 
il  viendra 

^^■^^' 
d'où  l'on  tire 

--  =  V(0+F(0, 

/et  F  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  et  par  suite 

où  l'on  peut  remplacer  a  et  [^  par  Z>  et  —  a. 
Cette  méthode  est  applicable  à  l'équation 

Ou:-  Oy^ 

que  l'on  rencontre  dans  les  questions  les  plus  importantes  de 
la  Physique  mathématique;  mais  nous  intégrerons  cette  équa- 
tion à  l'aide  d'un  autre  procédé,  afin  de  varier  les  méthodes. 
L'équation 

d'^z  _     ,  d'^z 
dx^  ~  ^'  ày^ 
exprime  que 

-^  dy  -+-  cC-  ~  dx  —  d^ 

ôx    -^  dy 

est  la  diflerentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  8  de  x  et  j'  ; 
d'un  autre  côté,  on  a 

dz    j        dz    ■  . 

— -  <:/y  -h  — -  dx  —  dz: 
dy    -^        ôx  ' 
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(le  ces  deux  équations  on  tire 

c/O    1-  a  dz  "  {dy  -+-  adx)(-^'     -  ^  j-j  y 

d^)  —  a  dz      idy  —  adx)i  ~-  —  a  —  )  , 
•^  \()x  ôy  I 

ce  qui  prouve  que  8  -i-  a^  est  fonction  de  y  -h  aoo  et  que 
0  —  az  est  fonction  de  y —  ax  (T.  1,  p.  167);  en  appelant 
alors  /et  F  des  fonctions  arbitraires,  on  a 

6-i-a^  ^-  J{y  -\-  ax), 

^  —  az  —  F(  j  —  ax)  ; 
d'où  1  on  tire 

formule  équivalente  à 

z  =  o{y^ax)-\-^{y  —  ax), 

-p  et  ^!/  désignant  des  fonctions  arbitraires  :  telle  est  l'intégrale 
cherchée.  1 

Remarque.  —  On  voit  que,  pour  intégrer  une  équation 
linéaire  homogène  et  à  coefficients  constants  ne  renfermant 
que  des  dérivées  d'un  même  ordre,  telle  que 

d^M  d^u  d^u     ,   T)^^^^  _ 

■^"^     d^^  '^     àx  dy^  "^      4r^  ~^' 

par  exemple,  il  suffit  de  poser 

M  =  cp(a?  -h  <xy); 

l'équation  à  intégrer  devient  alors,  en  supprimant  le  facteur 

A-+-Ba  +  C«2--H  Da3  =  o, 

ce  qui  fournit  trois  valeurs  de  a;  on  voit  donc  que,  si  l'on 
appelle  a,,  ao,  0L3  les  racines  de  cette  équation,  l'expression 

Il  =  cp,(^  -^  a,7)  -i-  ©2(37  -h  ct2y)-^  o^i^-i-  «37) 
L.  —  Traité  d'Analyse,  \i s  i4 
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satisfera  encore  à  l'équation  proposée,  o^,  c^o,  'fg  désignant 
trois  fonctions  arbitraires  que  l'on   pourra  choisir  de  telle 

du     d'^u  ,  , 

sorte    que,   pour  jk^Jo,    i^-,  j-^  -^-^  prennent  des  valeurs 

données. 

XIX.  —  Équations  de  Monge  et  d'Ampère. 

Désignons  par  ^  une  fonction  inconnue  de  x  ety,  par/?, 

q,  r,  s,  t  les  dérivées  ^,  ^^  j^^,  ^-,  ^.  Monge,  en  1784 

(^Histoire  de  l'Académie  des  Sciences)^  a  essayé  d'intégrer 
les  équations  de  la  forme 

Rr-T-2S.«~T^=:r  o, 

R,  S,  T  désignant  des  fonctions  de  x,  y^  z,  p,  q;  il  y  est 
parvenu  dans  quelques  cas  simples.  Ampère  (Journal  de 
l'École  Polytechnique,  XYIP  et  XVIIP  Cahier,  i8p.o), 
modifiant  l'analyse  de  Monge,  a  étudié  les  équations  plus 
générales  de  la  forme 

(i)  ï{r-^2Ss^Tt-^M{rt  —  s^)r-l^  =  o, 

R,  S,  T,  M,  N  désignant  toujours  des  fonctions  de  x,j,z, 
/>,  q.  Bour  a  beaucoup  éclairci  les  travaux  d'Ampère  et  de 
Monge  (t.  XXÏI  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique^ 
Voici  une  méthode  fort  simple  que  M.  Bertrand  a  exposée 
dans  ses  Leçons  à  l'École  Polytechnique,  et  qui  permet  d'in- 
tégrer Téquation  (i)  dans  le  cas  où  elle  possède  ce  que  l'on 
appelle  une  intégrale  intermédiaire  ;  c'est  d'ailleurs  le  seul 
cas  dans  lequel  Monge,  Ampère  et  Bour  ont  réussi  à  intégrer 
cette  équation  (  t  ). 
Nous  dirons  que 

f  désignant  une  fonction  de  .2:,  y,  z^p^  q  eX,  a  une  constante 
arbitraire,  est  une  intégrale  intermédiaire  de  (  i  )  si  la 
valeur  la  plus  générale  de  z  tirée  de  (2)  satisfait  à  (i). 
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Supposons  qu'une  intégrale  intermédiaire,  telle  que  (2), 
i'xiste;  on  la  trouvera  comme  il  suit  :  imaginons  que  Ton  ait 
intégré  l'équation  (i)  d'une  manière  générale;  en  différen- 
liant  celte  intégrale  générale  par  rapport  à  x  et  jk,  on  aura 
six  équations  (A)  d'oii  l'on  pourra  tireras,/?,  ^,  r,  5,  ^  en  fonc- 
tion de  X,  y,  a.  Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  (  i  ),  cette 
formule  sera  identiquement  satisfaite,  c'est-à-dire  satisfaite 
quels  que  soient  x^  y,  a  et  la  forme  de  la  fonction  arbitraire 
<l'intégration  dont  dépend  ^,  el  que  nous  supposons  contenir 
trois  constantes  arbitraires  «,,  «2,  <^.3  distinctes  de  a. 

Des  six  équations  (A)  éliminons  les  quatre  constantes  :  il 
restera  deux  équations  d'où  l'on  pourra  tirer  /-,  s  en  fonction 
de  /,  /?,  q,  z^  Xy  r.  Si  l'on  porle  leurs  valeurs  dans  (  i  ),  on 
obtiendra  encore  une  identité  er  /,  p^  q^  z^  ^^yi  en  effet,  la 
formule  ainsi  obtenue  sera  identique  en  a,  a^^  «o,  <^3,  x,  y 
quand  on  y  remplacera  ^,  ^,  /9,  q  par  leurs  valeurs;  donc 
elle  est  actuellement  identique,  ppisque  l'on  peut  choisir  les 
a  de  manière  à  faire  acquérir  à  t^t,  p^  ^  des  valeurs  données 
arbitrairement.  Or  l'équation  (2).  différentiée  par  rapport  à 
,/•  et  y,  fournit  précisément  deux  des  équations  obtenues  en 
éliminant  les  a  entre  les  équations  (A);  si  donc  on  tire  r  et  5 
de  ces  équations  pour  les  porter  dans  (  i  ),  on  aura  une  iden- 
tité. Posons 


I 


\dx) 


dx  j        àx       '    iz^ 


en  différentiant  (2),  on  a 


(3) 


à/\        àf^        df 


dx  J        dp  dq 

àyj        dp  ùq 


I 


Tirant  r  et  5  de  là  pour  les  porter  dans  (i),  on  a  un  résultat 
de  la  forme 

P-i-Q^  =  o; 


(A) 
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cette  formule  étant  identique,  on  doit  avoir 

P  =  o,        Q=o 
ou,  en  remplaçant  P  et  Q  par  leurs  valeurs, 

\    --(l)ï-(©--(g)'-. 

Voilà  deux  équations  auxquelles  devra  satisfaire  la  fonc- 
tion f  s'il  existe  une  intégrale  intermédiaire. 

Si  M  était  nul,  on  pourrait  aussi  procéder  en  éliminant  / 
et  ^  ou  5  et  ^  entre  (i)  et  (3);  il  faudrait  éliminer  s  et  ty 

si  ~  était  nul,  et  alors /ne  contiendrait  pas/?.  M.  Bertrand, 

dans  les  exemples  qu'il  traite  dans  son  Cours,  élimine  r  et  /. 

La  question  peut  être  considérée  comme  résolue,  puisque, 
pour  trouver  l'intégrale  intermédiaire ,  quand  elle  existe,  il 
suffit  d'intégrer  deux  équations  (4)  simultanées  du  premier 
ordre  à  une  seule  fonction  inconnue. 

Les   équations    (4)  peuvent  se  simplifier  :   en   éliminant 

(j~)^  on  trouve 

et,  en  posant 

G  =  S2  — RT  +  MN, 

le  système  (4)  peut  être  remplacé  par 


ÉQUATIONS    d'ordre    SUPÉRIEUR.  2l3 


OÙ   il   ne  faut  pas  oublier  de  remplacer  (j-)   et   (-^j   par 

Of  àf    ^  df    ^       df 

T^  4-  P  -r-  et  par  -—  ^  q  -f  • 

Rkmarque.  —  Prenons  les  équations  (5)  avec  le  signe  + 
(levant  le  radical  y/G,  soit  /,  une  solution  commune  ;  prenons- 
les  avec  le  signe  — ,  soit/o  une  solution  commune,  on  aura 

m(|)-(S-/G)^/^-R^=o, 


M(^)  H-(S-^v^G):^-R^-^  =0. 


(f)-(^-v^5)f-a 


àq 


M    I   •    1  •  ,  '  •  àfz     àft  dfx 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  —j  ~i  —  -r— » 

Ofx 
r—  et  ajoutons,  nous  aurons 

'     Wdx)   dp         \dxj   dp         \dy)dq         \dyldq\"     ' 

si  donc  M  n'est  pas  nul,/?  et  q  tirés  de/",  =  a,  et  àe  />  ■=  0-2 
feront  de  pdx  -4-  qdy  une  différentielle  exacte  dz^  et  z  sera 
donné  par  l'équation  aux  différentielles  totales 

dz  —  pdx  -\-  q  dy. 

Appliquons  ces  considérations  à  l'équation 

(  a  )  rq^  —  1  spq  -r-  tp^  =  0. 

Supposons  qu'il  existe  une  intégrale  intermédiaire 

on  aura  \ 

\dx/  ^P  àq  '  \ 

\ày  /  dp  dq 
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Entre  ces  équations  et  («)  éliminons  /•  et  t^  nous  aurons 


dp 
àf 


p    -T-    -^  q    -^    =0, 

^      dp  ^      Oq  ' 


(1)"^ 


En  vertu  delà  première  équation, /est  fonction  de  —  ?  x^  y,  z  ; 

en  vertu  de  la  seconde,  il  est  fonction  de  z  —  px^  z  —  qy^ 
de  p  et  de  q.  On  satisfera  à  ces  conditions  en  prenant  pour 
intégrale  intermédiaire 


ou  en  posant 

Il  reste  à  intégrer  cette  équation  :  pour  cela,  on  intègre  l( 

équations 

_       dy      _  dz 

ce  qui  donne  les  intégrales 

^  =  const,,        j^ -;- .2"/(.s)  =  const.: 

on  en  conclut 

^^Y{y-^xf{z)\ 
OU  encore 

y-'^-xf{z)=f,{z) 
ou  encore 

yo{z)--x^{z)^^i, 


cp  et  ^  désignant  des  fonctions  arbitraires;  c'est  l'équatior 
générale  des  surfaces  réglées  ayant  pour  plan  directeur  !( 
plan  des  xy. 


XX.  —  Intégration  de  l'équation  des  surfaces  développables. 


L'équation 

(  I  )  Jt    -  .Ç2  =  O 
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est  celle  des  surfaces  développables;  pour  l'intégrer,  nous  en 
chercherons  une  intégrale  intermédiaire;  cette  intégrale,  si 
elle  existe,  satisfera  aux  équations 


O.r 

dF 

On  satisfait  à  la  fois  à  ces  deux  équations  en  prenant  F  fonc- 
tion de  yy  et  ^  seuls  ;  ainsi 

/(/?,  7)  t..  ronst. 
ou  même 


est  une  intégrale  intermédiaire  de  Téquation  proposée  :  il  ne 
reste  plus  qu'à  intégrer  une  équation  du  premier  ordre,  ce  que 
l'on  sait  faire. 


XXI.    -  Imperfections  du  Calcul  intégral.  Un  moyen  d'y  remédier. 

Les  considérations  développées  dans  ce  Chapitre  contien- 
nent à  peu  près  ce  que  l'on  sait  de. plus  général  sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  ou  sur  les 
<''quations  simultanées  :  elles  sont  évidemment  un  aveu  d'im- 
puissance. Il  y  aurait  un  moyen  de  remédier  à  cette  impuis- 
sance; ce  moyen,  bien  imparfait,  pourrait  rendre  et  a  même 
rendu  déjà  de  grands  services.  Il  consisterait  à  former  un 
grand  nombre  d'équations  diflerentielles  en  partant  de  leur 
intégrale  générale  choisie  arbitrairement  :  cette  intégrale 
pourrait  contenir  des  fonctions  arbitraires;  en  éliminant  ces 
fonctions  arbitraires  entre  l'équation  en  question  et  ses  dé- 
rivées, on  trouverait  une  équation  difierentielle,  et  l'on 
essayerait  de  démontrer  après  coup  qu'elle  a  pour  intégrale 
générale  l'équation  qui  a  servi  de  point  de  départ. 

On  aurait  de  la  sorte  un  catalogue  d'équations  que  l'on 
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saurait  intégrer,  et  qui  pourrait  souvent  suppléer  à  l'insuffi- 
sance des  véritables  méthodes  de  recherche. 

Nous    allons    donner    quelques    exemples    de    formation 
d'équations  différentielles. 

XXII.  —  Équation  des  surfaces  gauches  à  plan  directeur. 

Les  surfaces  gauches  à  plan  directeur  sont  engendrées  par 
une  droite 

^  ^  Y,         mx^ny  =  \, 

parallèle  à  un  plan  fixe  que  nous  prenons  pour  plan  des  œj", 
Téquation  de  la  surface  s'obtiendra  en  supposant  deux  rela- 
tions faisant  connaître  m  et  n  en  fonction  de  y;  si  donc  on 
suppose  m  =  'f  (^),  n  =  'K^)'  ^'équation  de  la  surface  sera 


(0 

X  cp(z)-L-  y  "^{z)  —  I. 

Soient 

dz 
P=dx' 

9 

dz                   d-iz 
ây                   àx^ 

à'-z 
'  dxây' 

t  = 

d'-z 

cherchons  V équation  aux  dérwées  partielles  des  surfa- 
ces (i),  c'est-à-dire  une  équation  entre  les  dérivées  de  z  qui 
ne  contienne  plus  de  traces  des  fonctions  o,  ^.  A  cet  effet, 
différentions  (i)  par  rapport  à  ^  et^  :  nous  aurons 

[x  cp'(^)  -^-y  '^'{z)]p  -H  cp(^  )  ^  o, 
{x^'{z)-^y'^'{z)]q-\-^{z)^o: 
d'où  l'on  tire 

('2.)  qo{z)—p^{z)---o. 

Différentions  encore  par  rapport  k  x  et  jk  •  nous  aurons 

{qt^'{z)-p^'{z)]p-^-s^{z)  —  r^{z)^o, 
[q  ^' {z)  —  p  ^' {z)\q  ^-.^  t  ^{z)-~  s  ^{z)  -^  o\ 

en  éliminant  q  ^' (z)  —  p  'h'{z),  on  a 

[sr,{z)-r'^{z)]q-\fo(z)-s^l{z)]p  =  o 
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el,  en  faisant  usage  de  (2)  pour  éliminer  cp  et  t|>, 

rq^  —  'ispq  ->-  tp^  —  o  -, 

telle  est  réguation  des  surfaces  réglées  dont  le  plan  directeur 
est  le  plan  des  xy.  On  peut  parvenir  à  cette  équation  d'une 
autre  manière.  Si  l'on  différentie  (  i  )  en  laissant  ;;  constant, 
on  a 

o{z)cIt  --  i/{z)dy  —  o; 
mais  alors  on  a 

(  ) )  o—  pdx-^-  q dy. 

L'élimination  de  dx  et  de  dy  donne 

(4)  ^?(-)     P^i^)^^^\ 


différentiant  encore  en  laissant  5 


constant,  on  a 


(  s  dx  --  tdy)^{z)  —irdx-^s  dy  )  «J^  (  2  )  =  o  ; 

en  éliminant  de  là  dx  :  dy  et  C3(^)  :  'h(z)  au  moyen  de  (3) 
et  (4),  on  retrouve  l'équation 

{  "))  /'^2  _  'ispq  —  tp"^  —  o. 

11  est  facile  de  démontrer  que  l'intégrale  générale  de  cette 
équation  (5)  est  fournie  par  l'équation  (  \).  On  tire,  en  effet, 

de(.) 


d'où  l'on  conclut 


et,  par  suite. 


o{z)       *^cp(z)^ 


dx  _        ^{z) 


d^x 

qui  serait  sous  une  autre  forme  l'équation  différentielle  de  la 
surface  (1).  Il  est  donc  indiqué  de  faire  un  changement  de 
variable,  et,  en  effet,  quand  on  prend  x  pour  fonction, ^^  et  :; 
pour  variables  indépendantes,  l'équation  (5)  se  transforme 

\ 
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dans  (6)  qui,  intégrée  deux  fois,  donne 

X  —yrn(z)--{-U{z),    ■ 

r^{z)  et  n(^)  désignant  deux  fonctions  arbitraires.  Cette  for- 
mule représente  évidemment  la  même  surface  que  (i  ). 

Si   l'on  ne  voulait  pas  prendre  le  plan  des  xy  pour  plan 
directeur,  on  mettrait  les  équations  de  la  génératrice  sous  la 

forme 

ax -i- by -^^  cz  ~  h, 

mx  -\-  ny  —  i  ; 

r/,  />,  c  seraient  alors  des  constantes  données  et  m,  n  seraient 
fonctions  de  A;  l'équation  de  la  surface  serait 

x^{ax  -r-hy  -\-  cz)    -  y^{ax  -,-  hy  --h  cz)  =  i. 

J^"n  différentiant  cette   équation    et   laissant  ax  +  by  +  cz 
constant,  on  a 

(  7  )  c^  dx  -\-  ^  dy  =  o, 

(8)  adx -\' bdy -i~  cdz  =  o, 

(9)  pdx       qdy—  dz  =  o; 
l'élimination  de  dx,  dy,  dz  donne 

a^    -  6cp  -r-  c{p^  —  ^cp)  =  o. 

En  différentiant  encore  et  laissant  ax  -\-  by  +  cz  constant, 

on  a 

'^i rdx  H-  sdy)  —  ^{sdx  -r-  tdy)  ~  o 

ou,  en  éliminant  cp  et  tj;  à  l'aide  de  (7), 

/•  dx"^  -^  isdx  dy  -  t  dy'^  =  o  ; 

enfin,  en  éliminant  dx^  dy,  dz  à  l'aide  de  (8)  et  (9),  on  a 

{cp    i-  ayr^ —  ■2s{a  -1-  cp)(^b  -i-  cq)-v-  t{b  +  cqY  =  0. 
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AUJ 


XXIII.  —  Surfaces  gauches  à  directrice  rectiligne. 

Nous  prendrons  Taxe  des  ;  pour  directrice  :  les  équalions 
(le  la  génératrice  seront 

/n.f    -  ny       o, 

ax    -  by    -  c  z    .'  il  ~  o  ; 

la  dernière  peut  être  résolue  par  rapport  à  3  et  mise  sous  la 
forme 

iv\  tenant  compte  de  la  première;  a  et  [5i  sont  des  fonctions 
de  -  ou  de  —7  en  sorte  que  l'équation  des  surfaces  réglées 
ajant  Taxe  des  z  pour  directrice  est 


(O 


(f)--Kl) 


'^  cl   <\j   désignant  des   fonctions    arbitraires.   Pour    trouver 
l'équation  aux  dérivées  partielles  provenant  de  l'élimination 

de  c2  et  'li,  diflérentions  cette  équation  en  laissant  -^  constant  : 


nous  aurons 


{■).)  p  dx  -  -  ^dy  ^-^\      ]  dx,        ydx  —  x  dy  =  o  ; 

l'élimination  de  dx  et  de  dy  donne 

(3)  px-^qy  =  x'^.\^^\ 

difierenlions  encore  dans  les  mêmes  hypothèses  :  nous  aurons 

(  î  )   pdx-A-  qdy  -\~  x{rdx  -^  sdy)-\-y{sdx  --  tdy  )  —  r:;\^\  dx. 
En  éliminant  r/x,  ^,  csf  —  )  entre  (2),  (3),  (4),  on  trouve 


(r) 


'isxy  —  ty-  —  o 
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c'est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  gauches 
à  directrice  rectiligne.  Pour  démontrer  que  son  intégrale 
générale  est  donnée  par  la  formule  (r),  il  suffît  de  changer 


elle  devient  alors 


de  variable,  et  de  prendre  pour  nouvelles  variables  x  et 


et,  par  suite,  on  en  tire 


mais  un  pareil  changement  de  variable  ne  peut  être  indiqué 
que  parce  que  l'on  soupçonne  la  forme  de  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (5). 

XXIV.  —  Sur  les  fonctions  homogènes. 

On    sait   qu'une   fonction  homogène  u  de   degré    m    des 
variables  x^y^  z  satisfait  à  l'équation 

/         à'^'U  d^u  d^u 

,  ^      )  dx^      -^     àv^  dz^ 

(  r  )     < 

^  ^      1  d?u  à^ii  d'-ii 

I  -t-  2yz  — — - — h  2Z.T  - — ■ !-  '2xr  — — —  =  m(m  —  i)u; 

\  -^      dy  dz  ôzôx  -^   ôx  Oy  ' 

(juelle  est  l'intégrale  générale  de  cette  équation? 
Pour  répondre  à  cette  question,  posons 

,    ,  du  du  du 

(2)  V  —X  -. hr-, !--5-^ mil  ; 

^    '  dx      -^  dy  dz 

on  déduira  de  là,  en  vertu  de  (i), 

di^  dç  di> 

dx        "^    dy  dz 

,  ,  ,  (du  du  du\ 

=  7n{m  —  i)u  —  (  m  —  i){x- \-  y h  ^  -—  )  ? 

\    dx  dy  dz 


c'est-à-dire 


dv  dv  dv  , 

dx      '^   dy  dz  ' 
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la  fonction  (^  est  donc  une  l'onction  homogène  de  degré 
—  {m  —  i)  et  la  fonction  u  sera  donnée  par  l'intégration 
de  (2).  Gomme  un  nombre  quelconque  peut  se  mettre  sous 
la  forme  m{m  —  i),  on  voit  que  l'on  pourra  intégrer  l'équa- 
tion (i)  quand  le  second  membre  sera  remplacé  par  o  ou  par 
au^  a  désignant  une  constante  quelconque. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

Dans  tous  les  exercices  suivants,^  sera  une  fonction  de  x  et  de  j', 
dz  dz  d^z  d^z  d^z 

et  l'on  aura/,=  ^,.y=  ^""  =  5^2'   ^=^^'  ^  =  ^2^?^^.]; 

sont  des  fonctions  arbitraires. 


a  pour  intégrale 


a  pour  intégrale 


pq^zs 

z  =  o{x)^{y). 


(HopPE,  Archives  de  Grunert,  1878.) 


3.  p  =  q-^sy 
a  pour  intégrale 

Z  =  cp(r)-f-^o'(a7). 

4.  z^s-^qy 

a  pour  intégrale 

z  =  o\x)-^y<:^{x). 

5.  sp—rq^-o  \ 

;i  pour  intégrale 

z  =  o[x-^f{y)\. 

6.  rx^-^isxy  -^ty^-\- px-r-qy  =  n^z 
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pour  intégrale 

'  y\  I 


^  =  ^   ?     ^-     -f-  — -  t]; 


r 


(î) 


7.  s {y^  —  x'^)-^{r  —  t) xy  -\- py  —  qx  ~o 
a  pour  intégrale 

8.  s{x--t-y^)  —  {r-\'t)xy—py—qx—o 

a  pour  intégrale 

z  —  ^{oo^--\-y^)-^'^{opy). 

9.  q^r  —  ipqs -\  p't  =  o 

est  l'équation  des  surfaces  réglées  à  plan  directeur  (  le  plan  (\Qsxy). 

JO.  rx'^  -r-  2  sxy  -t-  /j^  ^  q 

est    l'équation  des    surfaces    réglées  dont  la    génératrice  rencontre 
l'axe  des  z. 

H.  ,  px-^qy^^z-T-sxy 

a  pour  intégrale 

z^xrs^{y)-^y^{x). 


12.  pit~ispq-\-q''-r~  ^  —  i  =o 

a  pour  intégrale 

372  Cp  (  5  )  +  J)/2  t];(  z  )  :=--  I  . 


13.  rqx-^s{qy—px)—tpy^o 
a  pour  intégrale 

14.  Désignons  par  le  symbole  A(cp)  l'expression 


A(cp) 


dydz        x-i-z  ây        a^ -^- y  dz 

+  (  m  ^  I  )      ; ,  H o 
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€l    par   A2(^),   A3(o),    ...    les  expressions   A[A(çp)l,  AfA'H'-p) 
réqualion 


.23 


ô-^u 


nf  <  f/i  -'  i) 


[i         du  i         du  r  du\ 


ùx  ùy  dz 

a  pour  intégrale  générale 

a  =  A'«(o)-i- A'«(x)-i- A'«(4^), 
o,  y,  4»  désignant  des  fonctions  arbitraires  de  y  et 


(  MOLTARD.) 


CHAPITRE    V. 


CHAPITRE  V. 

DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  FINIES. 


I.  —  Définitions. 

On  appelle  équations  aux  différences  finies  celles  qui  ont 
lieu  entre  une  ou  plusieurs  fonctions  inconnues  d'une  même 
variable  x  et  leurs  différences  finies. 

Une  équation  aux  différences  finies  est  d'ordre  /z,  quand 
Tordre  de  la  plus  haute  différence  qu'elle  contient  est  préci- 
sément n. 

On  peut  toujours  supposer  la  différence  A^  de  la  variable  x 
égale  à  un  :  en  effet,  si  elle  était  égale  à  A,  en  changeant  x 

en  y  7  l'accroissement  As  de  s,  correspondant  à  l'accroisse- 
ment A^  =  A  de  ^,  serait  égal  à  un. 

Une  équation  aux  différences  finies  peut  être  envisagée  à 
deux  points  de  vue  différents  :  considérons,  pour  fixer  les 
idées,  l'équation 

on  peut  se  proposer  de  trouver  une  fonction  y  ^=.f(^x)  con- 
tinue, telle  que  l'on  ait,  quel  que  soit  x^ 

f{x  -T- 1 )  — /(x )  =  xf{x), 

ou  bien,  on  peut  simplement  se  proposer  de  trouver  une 
fonction  numérique,  telle  que  pour  des  valeurs  de  x  en  pro- 
gression arithmétique,  par  exemple 
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on  ait 

f{x-^i)-f{x)  =  xf{x). 

Nous  nous  placerons  successivement  à  ces  deux  points  de 
vue.  Nous  appellerons  intégrales  les  solutions  des  équations 
aux  différences  finies. 


II.  —  Sur  l'existence  des  intégrales. 

Considérons  un  système  quelconque  d'équations  aux  diffé- 
rences entre  les  fonctions  y,  5,  w,  v.  On  peut  toujours 
ramener  ce  système  à  un  nouveau  système  du  premier  ordre; 
il  suffit  pour  cela,  si,  par  exemple,  les  équations  sont  du 
second  ordre,  de  poser 

^y^y\         ^z=^z\         ...,         Ap  =  (;'; 

les  différences  secondes  A^jK,  A^^,  .  .  .  seront  alors  remplacées 
par  des  différences  premières  Ajk',  As',  .... 

Ceci  posé,  considérons  un  système  de  n  équations  aux  dif- 
férences entre  n  fonctions  inconnues  JK^^^  JK^"^  •  •  •  ^  y'-"^  et 
la  variable  x,  du  premier  ordre;  en  les  résolvant  par  rapport 
à  Ay^'^,  Ay^-^,  .  .  . ,  elles  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

(0  I    A7(2)=/(2)(^,^(l)^y2),    ._)^ 


Donnons-nous  arbitrairement  J^^'^  JK^'^  •  •  •  pour  œ  =  Xq,  et 
soient  y^^\  y'^\  .  .  .  ces  valeurs  arbitraires  :  si  l'on  suppose 
A^  =  I  et  si  l'on  désigne  par  y\^\  y^^\  ...  les  valeurs  de 
y(i)^  y(2)^  ^  ^  ^  pour  :r  =  ^0  +  1  =  -^1 7  .  .  . ,  les  équations  (i) 
donneront 


et  feront  connaître  y^/ \  y\-\  ...  ;  elles  donneront  aussi 

fi^-y\'^  =  f''^{^uy\'\y['\  •••) 

et  feront  connaître  y[^^\  y[';;\  . . .  ,  c'est-à-dire  toute  la  série 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VI.  i5 
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des  valeurs  des  inconnues  correspondant  aux  valeurs  jcq, 
Xo±i^  û::o±i  2,  ...  de  ^. 

Donc  : 

i"  Si  l'on  désire  seulement  des  valeurs  de  jk^'\  JK^-^  ... 
correspondant  à  des  valeurs  de  œ  en  progression  arithmé- 
tique, les  équations  (i)  admettront,  en  général,  une  solution 
renfermant  les  arbitraires  jk1)^\  jKo"\  •  •  •  • 

2°  Si  l'on  désire  des  fonctionsy^^^,  jK^^^  ...  de  ^  satisfaisant 
à  (i),  quelque  soit^r,  on  pourra  se  donner  arbitrairement  j^^^'^, 
y^2)^  .  .  .  pour  les  valeurs  de  œ  comprises  entre  Xq  et  Xo-{-  i; 
les  autres  valeurs  s'en  déduiront. 

Quand  on  aura  résolu  les  équations  (i)  en  se  plaçant  au 
premier  point  de  vue,  il  sera  facile  de  les  résoudre  en  se  pla- 
çant au  second  :  en  effet,  on  pourra  désigner  par  j/o^',JV'o"',  non 
plus  les  valeurs  de  y^^\  y^-\  .  .  . ,  pour  x  =  Xq,  mais  bien 
des  fonctions  arbitraires  entre  les  limites  Xq  el  Xq  -]~  i  ;  y^*\ 
par  exemple,  sera  alors  de  la  forme 

F[.v,  TTTi  (t'),  vy.2(x'),  . . .], 

x'  étant  égal  k  x  —  i  si  ^r  est  compris  entre  ^o  +  '  et  Xo  +  ->, 
à  X  —  2  si  ^  est  compris  entre  Xq-\-  2  el  Xo-{-  'i,  ...  :  ceci 
revient  à  dire  quey^'^  est  de  la  forme 

V[x,  75T,  (a-),  rrj.i(x),  .  ..], 

ïïT,,  ^2,  .  .  .  désignant  des  fonctions  périodiques  arbitraires 
ayant  pour  période  commune  l'unité. 

Ainsi,  en  se  plaçant  au  second  point  de  vue,  on  obtient  les 
mêmes  résultats  qu'en  se  plaçant  au  premier ^  seulement  les 
constantes  arbitraires  de  l'intégrale  sont  remplacées  par  des 
fonctions  périodiques  arbitraires. 

Nous  raisonnerons  dorénavant  en  nous  plaçant  au  premier 
point  de  vue. 

III.  —  Intégrales  directes  et  indirectes. 

Quand  on  cherche  à  intégrer  un  système  d'équations  aux 
différences   finies,  par  la  méthode  indiquée  au  paragraphe 
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précédent,  il  se  présente  le  plus  souvent  une  singularité  sur 
laquelle  nous  allons  maintenant  nous  arrêter.  Nous  avons 
supposé  tacitement  que  les  quantités  Ar^*\  Ax^^^  •  *  •  étaient 
bien  déterminées,  ce  qui  n'aura  lieu,  en  général,  que  si  ày^^K, 
^y^-\  .  .  .  entrent  au  premier  degré  dans  les  équations  pro- 
posées. Il  importe  d'examiner  le  cas  où  A^('\  AX^'^  •  •  • 
seraient  fournies  par  des  équations  quelconques.  Pour  ne  pas 
compliquer  les  choses,  nous  nous  bornerons  à  considérer 
l'équation 

(Arr-  =  jK, 

d'oii  l'on  tire 

en  appliquant  la  méthode  exposée  tout  à  l'heure,  on  a,  en 
choisissant  arbitrairement  j'o? 

et  y,  a  deux  valeurs;  on  a  ensuite 


et^o  a  quatre  valeurs  ;y3  en  aurait  huit,  et  ainsi  de  suite.  La 
fonction  y^  est  donc  mal  déterminée.  Cette  remarque  était 
nécessaire  pour  faire  comprendre  les  résultats  auxquels  nous 
allons  arriver  et  faire  prévoir  toutes  les  difficultés  que  l'on 
doit  rencontrer  dans  l'intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences finies. 

Supposons  que  l'on  ait  trouvé  une  solution  de  l'équation 

et  que  cette  solution  renferme  une  constante  arbitraire  a  : 
soit 

(2)  ^{^,y,  a)  =  o 
cette  solution  ;  on  aura 

(3)  o{x-^^x,y-\-^y,  a)=o, 

et,  en  éliminant  a  entre  (2)  et  (3),  on  devra  trouver  Téqua- 
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tion  (i),  puisque  Ay  lire  de  (2)  ou  de  (2)  et  (3)  doit  avoir  la 
même  valeur  que  Ay  tiré  de  (i)  ;  si  donc,  au  lieu  de  supposer 
a  constant,  on  le  suppose  fonction  de  x^  mais  tel  que 

<p(^  -I-  Aa7,  jK  +  Aj,  a  4-  Aa)  —  cp  (o^  +  A:r,  7  -H  Aj,  a)  =  o, 

ou  simplement  tel  que,  quels  que  soient^  etjK?  on  ait 

cp(57,  jK,  a  + Aa)— cp(a7,  j,  a)  =  o, 

l'équation  (2)  sera  encore  une  intégrale  de  (i).  Or  l'équation 
précédente,  qui  détermine  a,  est  elle-même  aux  différences  et 
comporte  une  grande  indétermination.  On  ne  pourra  donc 
pas  dire  que  (2)  est  l'intégrale  générale  de  (i).  On  a  impro- 
prement appelé  intégrales  indirectes  celles  que  l'on  obtient 
ainsi,  et,  en  effet,  si  l'on  partait  d'une  intégrale  indirecte,  on 
pourrait  fort  bien  retomber  sur  l'intégrale  directe  en  lui  appli- 
quant le  procédé  dont  nous  venons  de  parler. 

IV.  —  Intégrales  aux  différences. 

L'équation  aux  différences  la  plus  simple  est  de  la  forme 
(i)  A7=/(r)A^, 

f{x)  étant  une  fonction  donnée  de  x,  et  il  est  naturel  de 
représenter  sa  solution  par  la  notation\]/(.2^)A^;  d'ailleurs, 
on  a,  en  faisantjK  =JKo  pour  x  ==  ûOq, 

Ji  =  7o  +  AjKo  =  JKo  4-/(^0)  Aa-, 

7-2  =  Ji  -H  A71  =  yo  -i-/(^o)Aa7  +/(^i  )  A^ 

et,  en  général, 

7x  =  ro-^-^^[/(^o)-H/(^i)+...+/(^)], 

en  sorte  que 

X 

Xt 

Le  problème  qui  consiste  à  intégrer  l'équation  (i)  ou  à  cal- 
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culer  une  fonction,  connaissant  sa  différence,  n'est  donc  autre 
que  celui  de  la  sommation  des  suites  :  nous  avons  donné  dans 
le  courant  de  cet  Ouvrage  plusieurs  exemples  de  sommations 
de  suites;  nous  n'avons  rien  de  particulier  à  ajouter  ici  sur 
ce  sujet. 

V.  —  Intégration  des  équations  linéaires. 

Considérons  d'abord  une  équation  linéaire  et  du  premier 
ordre.  Une  pareille  équation  est  de  la  forme 

Ar  +  P7=Q; 
on  l'intègre  en  posant 

y  =  uv,         h.y  =  mAp  H-  cAm  -h  AwA(?; 

elle  devient  alors 

mAp  +  pAm  H-  AwAp-h  Pmp  =  Q. 

Décomposons-la  dans  les  deux  suivantes 

wAp-h  Pmp  =0, 

pAm  -t-  AwAp  =  Q, 
d'où  l'on  tire 

(I)  Ap  =  — Pp,        Aa=       ^      ; 

'  p -h  Ap 

il  reste  à  calculer  v^  et  une  sommation  donnera 

Q 


"=1: 


Pour  intégrer  (i),  nous  poserons  ç;  =  e^  :  nous  aurons  alors 

ef(eAr_i)=::_Per^  ^ 

d'où  l'on  tire 

eA/  =  i_p,         A^  =  log(i  — P) 
et,  par  suite, 

f  =^log(i  -  P),        p  =  eS>«g('-P)=  n(i  —  P). 
La  question  est  ainsi  résolue. 
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VI.  —  Méthode  des  fonctions  génératrices. 

Laplace  dit  que  f{t)  est  la  fonction  génératrice  de  ^{x) 
quand  ^{x)  est  le  coefficient  de  t^  dans  le  développement 
def{t)  suivant  les  puissances  de  t.  De  même  /(^i,  (27  •  •  •) 
sera  la  fonction  génératrice  de  <p(^i,  X2,  ■  -  -),  si  cp  est  le 
coefficient  de  ^f*, /f-,  ...  dans  le  développement  de/(^i,  ^2,  •••) 
suivant  les  puissances  de  ?<,  ^2?  •  •  ••  Nous  allons  montrer  sur 
un  exemple  l'emploi  de  la  méthode  des  fonctions  génératrices 
pour  l'intégration  des  équations  aux  différences. 

Considérons  l'équation  suivante,  où  n  est  variable  indépen- 
dante, 

(i)  (2/1  -T-  i)^yn—(n  -h  i)j«+i  —  nyn-1  =  o, 

et  appelons  y*  la  fonction  génératrice  dey^,  en  sorte  que 

on  aura 

^  =ri+ +  (/H-l)jKn+l^«-i-..., 

it  -^  X  =  ity^x  -r H-  2  nxyn  t"  -+-. . ., 

xf  =  y^x  -\- -f-  xyn  f^  ^ 

On  tire  de  ces  formules 

df         ^        dft       df 

c'est-à-dire 

(2)  ^(^,-o.tx-^t'^)-{x~t)f=-xy,+y,t. 

On  peut  supposer  yo  =  o  ;  en  appelant  alors  c  une  constante, 

on  trouve 

c 


/=-7 
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el,  en  achevant  l'intégration  de  (2),  on  aurait  une  fonction 
génératrice  plus  générale;  pour  avoir  j^/j,  il  suffira  de  déve- 
lopper/suivant  les  puissances  de  t  et  de  prendre  le  coeffi- 
cient de  t'K  On  voit  que  les  fonctions  X„  de  Legendre  sont 
des  intégrales  de  l'équation  proposée. 

Lorsque  l'équation  proposée  est  homogène  et  à  coefficients 
constants,  on  peut  la  présenter  sous  la  forme 

(3)  Ao7«+ Ai7„4-i  +  ...4- A,„7,„+„  =0; 

la  fonction  génératrice  de  y,i  est  alors  une  fonction  ration- 
nelle ;  car  la  recherche  de  yn  revient  à  la  recherche  du  terme 
général  d'une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  est  Aq, 
A,,  .  .  .,  A/re,  problème  que  l'on  a  appris  à  résoudre  au  Cha- 
pitre TI  du  P'  Volume  de  cet  Ouvrage,  sans  même  avoir 
recours  aux  procédés  du  Calcul  différentiel. 

On  peut  encore  intégrer  l'équation  (3),  en  posant 


l'équation  (3)  devient  alors 

Ao  -^  A,  e"^  -^ . . .  -I-  A,„  e"'^  =  o  ; 

cette  équation  fait  connaître  /n  valeurs  e^i,  e"^--.  ...  de  e^,  et, 
en  appelant  c,,  C2,  .  .  •  des  constantes,  on  a,  pour  l'expression 
générale  de  l'intégrale  cherchée, 


c,e^^"  -i-c>e^2" 


La  plupart  des  artifices  qui  réussissent  pour  les  équations 
différentielles  linéaires  réussissent  aussi  quand  on  les  applique 
aux  équations  aux  différences  linéaires,  ce  qui  nous  dispense 
d'insister  davantage  sur  ce  sujet. 

Disons  seulement  en  terminant  que,  lorsque  l'on  connaît  la 
solution  générale  jK  de  l'équation 

Aor  -4-  A,  A^  -T- . .  .-i-  A,„ ^'ny  =  o, 

et  une  solution  particulière  z  de 

A07+  AiA^-i-.  ..+  A,„A'«7  =/(ar), 
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la  solution  la  plus  générale  de  cette  dernière  équation  esly-\-z. 
Disons  enfin  que  la  mélhode  de  la  variation  des  constantes 
peut  aussi  servir  à  intégrer  la  dernière  équation. 


VII.  —  Équations  aux  différences  partielles. 

On  rencontre  souvent  des  équations  dans  lesquelles  les 
inconnues  sont  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  et  qui 
renferment,  outre  ces  fonctions  et  leurs  variables,  les  diffé- 
rences partielles  (finies)  de  ces  fonctions  relatives  aux 
variables.  Le  calcul  des  probabilités  fournit  de  nombreux 
exemples  de  pareilles  équations  :  on  leur  donne  le  nom 
d'équations  aux  différences  partielles. 

Considérons  un  système  de  n  équations  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  dans  lesquelles  les 
différences  des  fonctions  inconnues  ne  dépassent  pas  le 
premier  ordre  :  soient  u,  v,  ,  .  .^  w  les  fonctions  inconnues, 
Xf  y,  z,  .  ,  .  les  variables;  A^^m,  A^w  .  .  .  désigneront  les  dif- 
férences de  u  relatives  respectivement  à  ^  en  laissant^,  5,  ►  .  . 
constants,  à  y  en  laissant  ^  et  ^,  ...  constants,  etc. 

On  peut  supposer  que  le  système  donné  ait  été  mis  sous 
la  forme 

/  ii:^u=/i(u,  V,  ...;  x,y,  z,  ...  ;  à.yU  ...), 
(i)  \  ^^ç  ^f,(u,v,  ...;  x,y,  z,  ...]  ^yu  ...}, 


les  équations  du  système  ayant  été  résolues  par  rapport  à 
AxW,  A^^,  ...,  A^w.  Si  alors  on  se  donne,  pour  x  =  Xq, 
yzzz y^^  ...  les  valeurs  Uq^  Vq^  . .  . ,  Wq  de  ?^,  (^,  .  .  . ,  w  et  de 
leurs  différences  relatives  k  y,  Zy  ...,  les  équations  (i) 
feront  connaître  Amq,  ^^o^  •  •  •>  et  par  suite  Ui,  Vi,  ...  et 
leurs  différences  relatives  k  y,  z  .  .  .;  quand  on  aura  calculé 
ces  quantités,  les  mêmes  équations  (i)  feront  connaître  W2, 
ç^2,  .  .  . ,  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  se  propose  de  calculer  m,  t^,  .  .  . ,  tv  seulement  pour 
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des  valeurs  entières  de  x^y,  z,  ....  on  voit  que  la  solution 
renfermera  les  arbitraires  Uq,  Çq,  .  .  ,  Wq  et  A^Wq»  ^y^oj  •  •  •  > 
A^i^oî  A2P0  •  '  •  •  Si  l'on  veut  satisfaire  aux  équations  propo- 
sées, quels  que  soient  x,  y,  z,  ,  .  .  /i\  est  clair  que  les  solutions 
renfermeront  des  fonctions  arbitraires  entre  des  limites  de  x 
différant  entre  elles  de  Ax,  fonctions  périodiques  par  rap- 
port à  la  variable  x  admettant  la  période  \x.  On  voit  que 
l'indétermination  serait  encore  plus  grande  si  l'on  avait  à 
considérer  les  équations  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 
Il  est  clair  qu'indépendamment  de  la  solution  générale 
mise  en  évidence,  des  solutions  singulières  peuvent  se  pré- 
senter comme  dans  le  cas  des  équations  aux  différences  ordi- 
naires. 

VIII.  —  Équations  linéaires. 

Lagrange  (l.  IV  de  ses  Œuvres)  et  Laplace  [Calcul  des 
Probabilités)  ont  donné  divers  moyens  pour  intégrer  les 
équations  linéaires  ;  ces  moyens  ne  permettent  pas  toujours 
de  bien  déterminer  dans  chaque  cas  particulier  les  fonctions 
arbitraires  de  manière  à  satisfaire  aux  problèmes  que  Ton  veut 
résoudre.  La  méthode  que  Cauchy  a  indiquée  pour  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  semble  s'appliquer  assez  bien 
aux  équations  aux  différences  partielles.  Bornons-nous  à 
Téquation  très  simple 

(l)  pUxy^  qUx,y+\ — Ux+\^y+\  =  0, 

OÙ  p  et  q  sont  constants  et  à  laquelle  Lagrange  a  été  conduit 
en  cherchant  la  solution  d'une  question  tirée  du  Calcul  des 
Probabilités. 
Lagrange  pose 

et  il  trouve  que,  quels  que  soient  a  et  a,  pourvu  qu'ils  soient 
constants,  on  satisfait  à  l'équation  en  prenant  ^  =  — - — ; 
mais  il  n'eût  sans  doute  pas  pu  résoudre  la  question  en  assu- 
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jettissant  Ux,y  à  prendre  pour  j'  =  o  une  valeur  donnée  fonc- 
tion de  X. 

Si  nous  posons,  au  contraire, 


Ux 


y=±.   f^'^  f'^^fa,y)e^^^^'^--^d^dl 


l'équation  (i)  sera  satisfaite  en  posant 

cette  équation  est  aux  différences  ordinaires  :  on  y  satisfait  en 


prenant 


/(^,J)  =  A'  ^ 


a^-i^q 


A  étant  une  fonction  arbitraire  de  ^,  et  l'on  a  alors 


^x^y  — 


et,  pour  jK  =  o,  on  aura  Ux^y=^  -^{x).  L'emploi  des  séries 
aurait  également  réussi  à  donner  la  solution  de  la  question. 

La  meilleure  manière  d'étudier  la  question  de  l'intégration 
des  équations  aux  différences  partielles  est  de  lire  avec  soin 
le  Calcul  des  Prohabilités  de  Laplace  ;  le  Calcul  des  Proba- 
bilités fait  surgir  à  chaque  instant  des  questions  qui  se  rédui- 
sent à  l'intégration  d'équations  aux  différences  finies,  ordi- 
naires ou  partielles. 

On  peut  aussi  consulter  un  Mémoire  de  Caucliy,  intitulé  : 
Mémoire  sur  l'application  du  (calcul  des  résidus  à  la  solu- 
tion des  problèmes  de  Physique  mathématique,  1827. 


IX.  —  Équations  aux  différences  mêlées. 

On  rencontre,  en  Physique  mathématique,  des  équations 
dans  lesquelles  les  inconnues  sont  des  fonctions  d'une  ou  de 
plusieurs  variables  :   ces  équations  contiennent^  outre   ces 
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i'onctions  el  leurs  variables,  à  la  fois  les  différences  et  les 
dérivées  des  fonctions  inconnues;  on  a  donné  à  ces  équations 
le  nom  d'équations  auK  différences  mêlées. 

Pour  intégrer  de  pareilles  équations,  ce  qu'il  y  a  de  mieux 
à  faire  est  souvent  de  développer  les  différences  par  la  for- 
mule de  Taylor;  ces  équations  deviennent  alors  différen- 
tielles d'ordre  infini;  on  les  traite  alors  comme  on  peut  :  c'est 
avouer  que  l'on  ne  sait  rien  ou  presque  rien  sur  ces  équations. 
Cependant,  quand  elles  sont  linéaires,  on  parvient  à  en  trou- 
ver des  solutions,  en  leur  appliquant  les  méthodes  qui  ont 
déjà  réussi  pour  les  équations  aux  différences  finies  et  aux 
dérivées  partielles. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

(0  ./=^^- 

\a  désignant  la  différence  totale  de  a  relative  aux  variables 
.r,  j',  et  A  désignant  une  constante,  on  posera 

(  2  )  M  =  — ^   f  Ç  Ç  rg>/ZT[aU-^)+?(Y-r;i  ^  d'X  d\  <3  dr, , 

z>  désignant  une  fonction  de  /,  ;  et  r,  ;  si  l'on  porte  celte 
valeur  dans  (i),  on  a 

r  f  r  re^~i[ci'x-l)^^iy-r,)\ïxo{e^~^^°^'^^^^^^^^  dzd^d^dr,  =o, 

en  sorte  que  l'on  satisfera  à  ([)  en  déterminant  cp  par  l'équa- 
tion 

A  oto  =  — /- , 
dt 

Lo  désignant  e"^ '°^^^'^^^y'^  —  i  ;  si  alors  on  intègre  cette  équa- 
tion de  telle  sorte  que  pour  ^  =  o  on  ait  cp=:F(^,  y^),  en 
vertu  de  la  formule  de  Fourier,  l'équation  (2)  donnera  une 
valeur  de  u  égale  à  F(.r,  jk)  pour  f  =  o  et  de  plus  satisfaisant 
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à  l'équation  (i).  Il  est  clair  que  l'on  aurait  pu  essayer  de 
satisfaire  à  (i),  en  la  mettant  sous  la  forme 


du        .  f  du  ^  du  ^ 

-—  =  A     — -  Aa7  -f-  T-  Ay 
dt  \dx  dy    -^ 


et  en  l'intégrant  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  fini. 
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CHAPITRE  VI. 

ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES. 


I.  —  Préliminaires. 

On  a  donné  le  nom  à' équations  fonctionnelles  à  des 
équations  qui  expriment  une  propriété  d'une  ou  de  plusieurs 
fonctions  qu'il  s'agit  alors  de  déterminer  :  telle  est,  par 
exemple,  l'équation 

(i)  <p(^)+?(7)=?(^+JK), 

dans  laquelle  cp  est  une  fonction  dont  il  faut  déterminer  la 
forme.  Il  est  clair  qu'il  est  tout  à  fait  impossible  de  donner 
des  règles  générales  pour  la  résolution  de  pareilles  équations, 
et  tout  ce  que  nous  pouvons  faire  à  leur  égard,  c'est  de  faire 
un  choix  d'exemples  et  de  les  traiter.  D'ailleurs  le  sujet  que 
nous  allons  entamer  n'est  pas  nouveau  pour  le  lecteur,  et 
Téquation  (i),  par  exemple,  est  résolue  dans  un  certain 
nombre  d'Ouvrages  d'Algèbre.  Le  problème  qui  a  pour  but 
de  trouver  une  fonction  o  satisfaisant  aux  équations 

cp(a7-hu))=  ç(a7),  cp(;r-h7îT)  =  o{x), 

qui  définissent  les  fonctions  doublement  périodiques,  a  été 
traité  tout  au  long  dans  notre  IV^  volume. 


II.  —  Exemples  d'équations  fonctionnelles. 
Considérons  l'équation 

(l)  «(a7-h7)  =  Cp(a:)cp(7), 


238  CHAPITRE     VI. 

et  proposons-nous  de  déterminer  la  fonction  cp  qui  satisfait  à 
cette  formule,  quels  que  soient  x  el  y. 

A  cet  effet,   différentions  (i)  successivement  par  rapport 
d  X  eiy  :  nous  aurons 


on  en  conclut 


Cette  formule  ayant  lieu,  quels  que  soient  x  ely,  on  a 

a  désignant  une  constante,  et,  par  suite,  à  une  constante  près, 

Notre  raisonnement  suppose  cp(x)  continue,  et  nous  n'avons 
trouvé  que  les  fonctions  continues  possédant  une  dérivée 
satisfaisant  à  (i). 

La  même  méthode  s'applique  aux  équations 

Considérons  les  deux  équations  simultanées 


(^) 


j  ^ix-^y)=  (f{x)<f{y)—'l>(.x)<\>(y), 


et  proposons-nous  de  trouver  les  fonctions  continues  cp  et  ^ 
qui  rendent  ces  formules  identiques  en  x  et  en  y. 

A  cet  effet,  multiplions  la  seconde  par  y/ —  i  et  ajoutons-la 
à  la  première  :  nous  aurons  j 


^{x-^y)-^\/^^{a;-\-y)=[^(x)- 
et,  en  posant 


U{x), 
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il  viendra 

on  en  conclut 

U(x)=  e«^ 

OU 

C|/(j7)-f-  /—  I  ^{x)=  C«^, 

(f  désignant  une  constante;  on  aurait  de  même,  en  appelant  b 
une  autre  constante, 

o(x)  —  / —  i^{x)  =  e*^, 
d'où 

o{x)=  -  (e«^-T-e*^), 

2  /—  I 

formules  qui  donnent  o(^x)=  cos^,  'l(x)=z  sinjr,  quand  on 
prend  a  =  \/ —  i ,  6  =  —  ^ —  i. 

Plus  généralement,  soitf{œ,  y)  une  fonction  donnée  de  x 
et  y  :  proposons-nous  de  trouver  une  fonction  6,  telle  que 
l'on  ait 

(a)  4'L/(^,j)]  =  'H^)-4^(7)- 

Posons,  pour  abréger,  f{o^,  y)  =  r  :  on  devra  avoir 

^{r)=^[x)-^^(y), 

et  alors,  en  différentiant  successivement  par  rapport  à  a:  et 
à  y,  on  a 


d'où  l'on  tire 


ou 


\dxl 
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et 


J     \ày) 


pour  que  la  fonction  ^  existe,  il  faudra  qu'après  avoir  effectué 
les  opérations  dans  le  second  membre,  y  disparaisse.  S'il  n'est 
pas  possible  de  disposer  de  ia  constante  d'intégration,  de  telle 
sorte  que  y  disparaisse,  l'équation  (a)  est  impossible.  Pour 
bien  faire  comprendre  cette  méthode,  supposons 

f(^,y)  =  ^y\ 

l'équation  (b)  donnera 

c  désignant  une  constante  ou  une  fonction  dejKïJKdoit  dis- 
paraître de  ce  second  membre  :  cela  ne  peut  se  faire  que  si 
y^'{y)  et  c  sont  indépendants  dey.  Or,  en  posant 


on  en  déduit 
et,  par  suite', 


y  ^' {y)  =  const.  =  a, 
^(y)=  alogc'y 
'l'ix)  =  a  logcx. 


III.  —  Problème  résolu  par  Abel. 
Trouver  des  fonctions  cp,  tj;,/,  telles  que  l'on  ait 

(i)  ?(^)  +  ?(7)=']'[^/(7)+7/(^)]. 

Posons 

(^)  ^f(y)^yfM  =  r, 

l'équation  proposée  devient 

(3)  ?(^)  +  ?(7)  =  ']>(^) 
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et,  en  difl'érenliant  par  rapport  k  x  el  à  j% 

et,  par  suite,  en  éliminant  'y(/), 

OU,  en  remplaçant  /•  par  sa  valeur  (2), 

(4)         ?'(^)[^/'(7)+/(^)]  =  ?'(7)[r/'(^)-+-/(r)]- 

Cette  formule,  devant  être  identique,  subsiste  pourjK  =  o  et 
donne 

'f'(7)[7/'(o)+/(7)]  =  ç>'(o)/(o); 
d'où  l'on  tire 

)     „     ,  ?'^o)/(o) 

f?(7)  = 


portant  ces  valeurs  dans  (4);  on  a 

[7/'(o)-i-/(7)][^/'(7)+/(^)]  =  [^/'(o)  +  /(-^)][7/'(^)+/(7)J, 

équation   qui  ne  renferme  plus  que  la  fonction  f.  Si  Ton 
effectue  les  calculs,  on  trouve,  en  divisant  par  xyf'{o)j 

-^^^^  '       7/'(o)  7      --^^^^"^      xfio)  X     ' 

chacun  des  membres  de  cette  formule  est  alors  constant  et, 
en  appelant  a  sa  valeur,  on  a 

•^/'(^)/'(o)-T-/(a:)/'(x)-/'(o)/(^)=a^/'(o), 

équation  différentielle  qui  détermine/(^)  ;  remplaçant  af'{p) 
par  a,/'(o)  par  ^  elf{x)  par  y,  elle  devient 

-^{'^x  -\-y)—?y  —  ccx  =  o. 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VI.  16 
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Pour  intégrer  cette  équation  homogène,  on  pose 


il  vient  alors 


ou 

X     ~        OL  —  Z^        ' 

f(x) 
cette  équation  fait  connaître  z  = -;  on  en  déduit  'f'{^)  au 

moyen  de  (5)  et  par  suite  ^. 


IV.  —  Autre  équation  résolue  par  Abel. 

L'équation  fonctionnelle 

(!)  cp(^)  +  i=cp[/(:r)], 

dans  laquelle /(.r)  est  de  forme  donnée  et  dans  laquelle  C3(^) 
est  à  déterminer,  a,  comme  nous  le  verrons,  une  grande  impor- 
tance dans  la  théorie  qui  nous  occupe.  Abel  propose  de  la 
résoudre  comme  il  suit  (^)  :  il  pose 

(2)  x  =  ^{y),        f{x)=^{y-hiy, 

l'équation  (i)  devient  alors 

on  a  donc 
et,  par  suite, 

^(jk)  désignant  une  fonction  périodique  ayant  pour  période  1  ; 
cette  équation  revient  à  la  suivante 

o{x)  =  '}^-i{x)-^y[^.i{x)], 

'\i_i(x)  désignant  la  fonction  inverse  de  ^(^),  qu'il  s'agit  de 

(»)  Il  serait  intéressant  de  savoir  à  la  suite  de  quelles  recherches  Abel  a 
été  conduit  à  la  considération  de  cette  équation. 
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calculer;  or  les  équations  (2)  donnent 

C'est  une  équation  aux.  diflerences,  qu'il  faudra  intégrer  pour 
avoir  ^(y)  et  par  suite  ^(^). 

Si  le  problème  en  question  n'est  pas  ainsi  complètement 
résolu,  au  moins  voit-on  qu'il  admet  une  et  même  une  infinité 
de  solutions,  puisqu'il  est  ramené  à  une  équation  aux  diffé- 
rences, dans  laquelle  la  différence  de  la  fonction  inconnue  est 
don.née  sans  ambiguïté. 


V.  —  Problème  de  Babbage. 
Soient,  pour  abréger, 

^2(^)  =  cp[cp(^)],  0:i(x)=o[o^{T)] 

cp„(^)  =  (p[cp„_i(a7)]; 

on  propose  de  déterminer  la  fonction  (p,  de  telle  sorte  que 
l'on  ait 

Premier  cas.   —   Si  /?=:i,  on  a 

cp(^)  =  a', 

et  la  solution  de  l'équation  (i)  est  précisément  la  variable  x 
elle-même. 

Deuxième  cas.  —  Proposons-nous  maintenant  de  résoudre 
l'équation 

On  devra  avoir 

çp3(a7)=  cp(a;),         o,^{x)=t:^i{x)  =  x. 

et,  par  suite, 

X  =  cp2(:r)  =  Oi(x)  =  cpeCa:-)  =. . . , 

^{x)  =  ^^{x)=o^{x)  =  .... 
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et  il  sera  naturel  de  poser 

cp(^)  =  cp_i(;r)=  cp_3(a")  =  ...; 

'f_i(x)  sera  alors  la  fonction  inverse  de  «p(^).  Pour  satisfaire 
à  l'équation 

il  suffira  de  lier  x  à  'f  (^)  par  une  relation 

telle  que  F(^,  y)  soit  symétrique  en  ^  et  y. 
Supposons,  par  exemple, 

cp(a7)H-:p  —  a  =  o        ou         cû(^)  =  a  —  x; 
on  aura 

02(^)r=a-4-(57  —  a)  =  X. 


Si  l'on  prend 


on  aura 


':i{x)x  =  a         01)         C5(^)=- 
'  '  X 


cp.2(^)=  a  :       =  X, 


On  peut  encore  résoudre  ce  problème  comme  il  suit  :  Pour 
simplifier  l'écriture,  nous  écrirons  'fax,  au  lieu  de  'f  [']^(^)]. 
Alors  désignons  par/(^)  ou  fx  une  solution  particulière  de 

o^Jx)  =  X] 

une  solution  plus  générale  sera,  en  appelant  ^  une  fonction 
arbitraire, 

En  effet,  on  aura 

'f2(^)  =  ^_.,/'l^«|/_i/i|;(x) 
^-^_,M{x) 
=  ^_i'\;(x)  =  x; 

par  exemple,  en  prenant /(x)  =  a"^  —  x,  /??,  a  désignant  des 
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constantes,  'l_i  [a"^  —  ^(^)]  sera  une  nouvelle  solution  de  la 
question. 

Cas  général.  —  Soient y(jc)  une  solution  particulière  de 
l'équation 

(l)  Cp„C^)=a7 

et  '}(^)  une  fonction  arbitraire  :  on  aura  une  solution  plus 
générale  en  prenant 

cp(x)=4._,/4.(;r); 
en  effet. 

par  suite, 

cp3(:P)=ll_l/3t{;(^), 

Il  reste  à  trouver  des   solutions  particulières  de  l'équa- 
tion (i)  :  à  cet  effet,  posons 

ax-^h  afX^hi 

'  a  X -^  b  i   ^    '       aix-^bi 

car  '-Sii^x)  sera  comme  'f  (^)  une  fonction  rationnelle  dont  le 
numérateur  et  le  dénominateur  seront  du  premier  degré. 
Nous  aurons 

aiX  -f-  bi 


a 


Oi+i{x) 


a'iX  -+-  b'i  { aai  -^  ba'i)T  h-  abi -f-  bb) 


,  aix  ^  bi        ,,        {a' ai-t- b' a'i)x -^  a' bi-r- b' b'i* 


t'i X  H-  b'i 
donc 

(2}  a/+,  =r,  aai  ~  ba'i, 

(  3  )  a',+1  =  a'  ai  -\-  b'  a], 

(4)  6/+1  =  «^/  -^  f^b'i, 

(5)  èjH-i  =  rt'^/ -T- 6'6^-. 

Soit  A  une  indéterminée  :  de  (2)  et  (3),  on  tire 

a/+iH-  XaJ+i  =  a/(a-4-  \a')-\-  a'i{b  -+-  X6'), 
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en  sorle  que  si  l'on  assujettit  l'indéterminée  )v  à  satisfaire  à 
l'équation 

è-+-X6'=  X(a-i-Xa') 
ou 

(6)  l-^a'-^l{a  — b')— b  =  o, 

l'équation  précédente  deviendra 

et  l'on  aura  de  même 

è/+i-f-  Xè^^.1  —  {bi-h  \b'i){a-\-  la'); 

en  remplaçant  X  par  les  deux  racines,  Ai   et  "koy   de  l'équa- 
tion (6)  et  i -H  I  par  ^z,  on  trouve 

a,i-^'kia',i^(a-h  lia')", 
j  an-^haa  =  (a-i-l^^a')^, 
^^  j  bn-\-ltb'n  ={a-^lia')nli, 

\   bn-^l2b',i  =  {a-hl2a')^l2, 

ce  qui  permet  de  calculer  «,;,  a^,  6;^,  b'^.  Mais  poursuivons 
notre  but,  qui  est  de  trouver  une  fraction  telle  que 

a„x-h  bn  _ 
a',^a;-i-b'„  ~  ' 
OU  que 

an^  +  bn  =  <^2_^  b',icc; 

il  faudra  poser 


ou,  en  vertu  de  (7), 

an  =  (a  -f-  Xia')«, 

a,j  =  (a  H-  X2a')«; 
ces  deux  équations  donnent 

27tAr  v/^ 

a  +  Xia'=  (a-i-X2a')e     " 
ou  bien,  en  divisant  par  e     n      et  remplaçant  'kf  et  ^2  pai' 
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leurs  valeurs  tirées  de  (6) 

(a-i-b')  sin — -  J —  i  =  \/ ib'  —  a)'^  -^  1  a' b  cos — -: 
ce  qui  peut  encore  s'écrire 
—  (a-+-è')2sin2—  =(a-hbycos'-  —  -^  Ua' b  —  b' a)  cos^ — 


ou  enfin 


{a-\-  6')2-T-  4(a'6  —  ^'a)cos2  -^  =  o. 


Telle  est  la  relation  à  laquelle  sont  assujettis  les  coefficients 
<7,  bf  a' ,  b' .  Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  aU —  ba'  =z  \ 
(car,  si  ab' —  ba'  était  uni,  ^{x)  ne  serait  plus  variable),  on 
aura 

a  -^  b  ^=  1  cos  —  )         ab  —  ba  =  \\ 
n  '  . 

(i  et  a'  seront  arbitraires;  quant  à  ^  et  b' ,  ils  se  déduiront 
(le  là 

b  =  —  a -h  2  cos  —  j 
n 

■      Att 
«2  —  2.a  cos h  I 

b=  ■ , 

a 

et  le  problème  que  nous  avions  en  vue  se  trouve  résolu. 

(Babbage,  Recueil d' exemples  de  U application  du  Calcul 
aux  différences  finies,  par  Herschel,  1820). 


VI.  —  Interpolation  des  fonctions  itératives. 


Les  recherches  de  Babbage  ont  été  l'origine  de  la  théorie 
des  fonctions  itératives.  On  appelle  itérative  de  degré  A'  de 
'\{x)  une  fonction  ^k{x)  définie  parles  équations 
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on  définit  ^o(-^)  p^^r  l'équation 

on  désigne  par  ^_^(x)  l'inverse  de  '}(^),  en  sorte  que 

on  aura  d'ailleurs  par  définition 

Considérons  maintenant  la  fonction  cp,  qu'Abel  a  appris  à 
déterminer,  définie  par  l'équation 

o  '\i{x)  =  I  -}-  o{x) 
ou 

(i)  ^{x)=o_,[i~^o{x)]; 

nous  définirons  le  sjnibole  ^a(-*^)  par  la  formule 

(2)  ^/,{x)=o-i[k-i-o{x)\. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

en  effet 

et,  par  suite,  en  remplaçant  ^/(^)  par  sa  valeur  cp_,  [/+  'f  (^)], 

ainsi  se  trouve  interpolée  la  fonction  itérative  -^/t,  comme  l'a 
fait  voir  M.  Korkine  (Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques^ septembre  1882). 

M.  Farkas  (Jouirai  des  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, 3^  série,  t.  X)  s'occupe  de  la  convergence  de  la  fonc- 
tion Ok{^)  pour  k  =  ce. 
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VII.  —  Solution  du  problème  d'Abel. 

Nous  allons  reprendre  le  problème  d'Abel  qui  a  pour  but 
la  résolution  de  Téquation  fonctionnelle 

dans  laquelle  '1{jc)  est  une  fonction  donnée,  et  'f  (^)  une 
fonction  à  déterminer.  La  solution  donnée  par  Abel  a  l'in- 
convénient de  dépendre  de  l'intégration  d'une  équation  aux 
différences  aussi  difficile  à  traiter  que  le  problème  que  l'on 
veut  résoudre,  et  nous  allons  essayer  de  procéder  autrement. 
Désignons  par8(:;)  une  fonction  synectique  à  l'intérieur  d'un 
contour  fermé  simple  C,  et  supposons  que  les  quantités 
z,  =  ^z),  z,  =  ^z,)=^2{^.),  zs=^{z,)=^,(z).  ...  ten- 
dent,  quel  que  soit  5,  vers  la  limite  Ç  située  à  l'intérieur  de  G  ; 
pourvu  que  le  point  ;:  soit  lui-même  intérieur  à  G,  il  est  facile 
de  voir  que  l'on  aura  à  la  fois 

e(Ç)— !;  =  o.       mod6'(!;)<i. 

La  première  formule  est  évidente,  puisque  z^  et  6  (  z,i)  on  t  même 
limite  ^;  quant  à  la  seconde  on  là  démontrera  en  considérant 
l'expression 

(0  — : — F — ' 

dont  la  limite  pour  n  =  x  ou  z,i  =  Ç  est  B'(^).  Si  B'(Ç)  pou- 
vait avoir  un  module  supérieur  à  l'unité,  le  rapport  précédent 
finirait,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  n,  par  avoir 
un  module  supérieur  à  i,  et  alors   la  formule  (i)  donnerait 

mod[%(zn)-  6(^)]  >  mod{zn  -  O 
ou 

mod(^/i+i  —  0  >  ^od(zn  —  0, 

et  les  nombres  z,t,  ^«+1;  ...  ne  pourraient  pas  tendre  vers  Ç. 
Réciproquement,  si  l'on  a 

\  0(Ç)_^=o 
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et  si  la  fonction  B(s)  reste  synectique  aux  environs  du  point  Ç  ; 
si  de  plus  on  a  mod9'('Q<Ci,  il  existera  un  cercle  décrit 
autour  de  Ç  comme  centre,  tel  que,  z  étant  intérieur  à  ce 
cercle,  on  ait  bien  Q^(x;)=:  Ç. 

En  effet,  z  étant  voisia  de  Ç,  on  a 


ou  bien 


=  6'(0  +  (3-OP, 


en  désignant  par  P  la  quantité  y  ^'\Ç)  + Or  on  peut  tou- 
jours supposer  z  assez  voisin  de  Ç  pour  que  (z  —  Ç)P  reste 

aussi  voisin  de  zéro  que  1  on  veut  :  alors  ^—^ --^  diliere  de 

z Ç 

B'(Q  d'aussi  peu  que  l'on  veut  et,  comme  modQ'(Ç)<<  i ,  on  voit 
que  le  module  de  Q(^)  —  ^(Ç)'  pour  des  valeurs  de  z  suffi- 
samment voisines  de  Ç,  est  moindre  que  celui  de  5  ^ —  Ç;  donc 
enfin,  quand  z  est  assez  voisin  de  ^,  les  quantités  z,  B(s), 
92(2),  •  •  •  convergent  vers  u. 

Théorème.   —  U  expression 


[0'(^)]- 


tend  vers  une  limite  déterminée  quand  n  croît  indéfini- 
ment, pourvu  que  O(^),  9,  {z)^  ^i{^)-,  •  •  •  tendent  eux-mêmes 
vers  une  limite  Ç  qui  ne  soit  pas  un  point  singulier  pour 
la  fonction  ^{z),  quelque  soit  z  à  V  intérieur  d^  un  contour 
G  contenant  Ç. 

En  effet,  en  posant 


on  a 


ou  bien 
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et,  en  divisant  par  8„_,  (z)  —  !^  ou  :;„_,  —  î^, 
0«(3)-^ 


0.-,(^)-Ç 


o'(o-...  =  e'(0['  +  -^«]. 


Changeons  /i  en  /?  —  i ,  /i  —  2 ,  . . . ,  et  multiplions  les  formules 
ainsi  obtenues  :  nous  aurons 

^4^^=[6'(0]«n(i-4--o 


ou  enfin 


(^-On(i^E). 


Or  la  série  s  1  +  £0  4-  . . .  +  s«  -f- .  •  •  est  convergente  ;  car  on  a 
Zn  — nT/C-^~^    -+-...,  et  le  rapport  -^^  diffère  peu  de 

-  Y  ^ 

— ;^  qui  a  un  module  inférieur  à  i . 

Ainsi  l'expression 

a  une  limite  finie  pour  /i  =r  ao  :  désignons-la  par  '^^(2);  on  a 
identiquement 

c'est-à-dire,  en  faisant  /^  =  x, 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  :  nous  aurons 


ou 

\og^(z)  ^      log^e(^), 
ioge'(o  ioge'(0  ' 

faisant 

-Iog^(^)_ 

logO'co    -^^^^' 
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on  tombe  sur  l'équalion  d'Abel 

T  -f-  o(z)  =  O  6(s), 

dont  la  solution  est 


Cette  solution  a  été  donnée  par  M.  Kœnigs,  dans  les  Annales 
de  l'École  Normale  de  i884,  et  dans  le  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  de  décembre  i883. 


VIII.  —  Problème  de  Gergonne. 

Gergonne,  dans  ses  Annales,  t.  XII,  propose  le  problème 
suivant  résolu  par  Tedenat  dans  le  même  Volume  : 

Trouver  une  courbe  dans  laquelle  la  normale  soit  égale 
à  V ordonnée  qui  rencontre  l'axe  des  x  au  même  point. 

Soit^'  =  o(^x)  l'équation  de  la  courbe  cherchée  ; 


est  l'expression  de  la  normale,  cp(^)cp'(^)  celle  de  la  sous- 
normale  et  ^[f  (•^)'f'(^)-l- ^]  celle  de  l'ordonnée  qui  doit 
être  égale  à  la  normale;  l'équation  du  problème  est  alors 

Posons 

[^{x)Y=^^^{x\ 

o{x)<ù\x)  =  '^' {x)  ; 
l'équation  précédente  deviendra 

OU  encore 

i^{x)^^'^{x)=  i^['^'{x)-^  x]. 
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Pour  intégrer  cette  équation,  nous  commencerons  par  la 
différentier,  ce  qui  donnera 

2'y(^)  +  2'y(a:)4/"(r)  =  2'y['y(^)-r-^]['|;"(ar)-f-i] 

ou 

[f(57)-M]J-2<;.'(^)-'2']/'[f  (x)-r-a7j;=0. 

On  déduit  de  là  une  première  solution  simple 

xi 
'h{T)=  A  4-  Bo^—  — ; 

d'où  l'équation  de  la  courbe  cherchée 

c'est  celle  d'un  cercle.  Examinons  maintenant  l'autre  solu- 
tion donnée  par  la  formule 

ou,  en  posant  ')' {oc)  =  ^(■^), 

(i)  6(^)  =  0[6(^)4-^J. 

Tedenat  observe  que  l'on  obtient  une  solution  de  cette 
équation  en  prenant  0(^)  =  o,  (j>'(^)  =  o,  'h{x)=^a  et,  par 
suite,  jK'=  2rt,  ce  qui  fournit  deux  droites  parallèles.  Pour 
les  voir,  il  suffît  de  prendre  la  fonction  Q~*  des  deux  membres 
de(.). 

IX.  —  Usage  des  dérivées  à  indices  quelconques. 

Abel  a  rencontré  l'équation  suivante  dans  la  solution  d'un 
problème  de  Mécanique 


o(a) 


f  (x)  dx 


^  r\r{x)dc 


Voici  la  solution  très  simple  que  l'on  peut  donner  de  cette 
équation,  dans  laquelle  f(x)  est  une  fonction  à  déterminer 
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et  n  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un.  Multiplions  les 
deux  membres  par 7=^î  nous  aurons 

'ITZ  \J — 1 

r(/i)cp(a)  r(n) 


2  71  y/ —  I  2  TC  y/ 

et  en  observant  que 


_    r(n)     r'\f'{x)dx 

~  i-tisf^J,     \a  —  x)'^ 


r'  ^n-if'(a)  _      r(n)       r'\f'{x)dx{i  —  e-'^n%^/-\) 


on  a 


r""  f'ix^dx  _  TT  /"  d^f(a 

J^     (a  —x)"-  ~  T{n)smnT.  I        da'^ 

l'équation  à  résoudre  devient  alors 

cp(<2)r(n)sinA?7r         ^  d'^f( a  ) 
71  /        da"^ 


OU  enfin 


/        da 


d-f^(D(a)  T(n)smniz 
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CHAPITRE  VIL 

DES  FONCTIONS  HARMONIQUES. 


I.  —  Préliminaires. 

On  sail  fort  peu  de  choses  sur  les  équations  aux  dérivées 
partielles  d'ordre  supérieur.  Il  est  probable  que  la  plupart 
de  ces  équations  aux  dérivées  partielles  définissent  un  mode 
d'existence  de  la  quantité  qui  ne  peut  être  représenté  par 
les  signes  ordinaires  de  l'Analyse.  Si  l'on  considère,  par 
exemple,  l'équation  très  simple 

on  l'intègre  facilement,  comme  on  l'a  vu,  quand  «  est  positif, 
vl  l'on  a 

"  =f(y-^  \^ax)-+-¥(j—i/ax); 

mais,  si  a  est  négatif,  cette  dernière  formule  ne  fait  plus  con- 
naître la  solution  générale,  car  le  symbole /(j^  4- .r  y/ — i) 
n'a  plus  de  sens  en  général,  et  nous  fixerons  au  contraire  son 
sens  au  moyen  de  l'équation 

comme  on  le  verra  dans  la  suite.  Le  but  des  recherches  que 
nous  allons  entreprendre  sera  l'étude  des  fonctions  réelles 
satisfaisant  aux  équations  de  la  forme 

dx'r        dxl       "  '  '    dxt         ' 
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surtout  dans  le  cas  où 

n  =  2. 

Nous  appellerons /o/^c^^o/i  harmonique  de  deux  variables  x 
et  JK,  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  ou  d'une  aire  limitée  par 
un  ou  plusieurs  contours  fermés,  une  fonction  finie  et  con- 
tinue, ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes  pour  toutes 
les  valeurs  de  ^  et  y  représentant  les  coordonnées  d'un  point 
de  cette  aire  et  satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

()2  u  d^'  u 

i =  o  ou  Ao  M  =  o. 

Plus  généralement,  une  fonction  de  ^,,  x^y  ,  .  .^  Xn  sera 
dite  harmonique  dans  un  domaine  D,  lorsqu'elle  sera  finie 
et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes,  en 
tout  point  de  ce  domaine  et  qu'elle  satisfera  à  l'équation  sui- 
vante dans  ce  domaine 


Ao  u 


II.  —  Théorème  de  Green. 

Le  théorème  de  Green  dans  le  cas  particulier  des  fonctions 
de  deux  variables  consiste  dans  la  formule 

'  du  dv         du  âi>  \    j      , 

h  -^  ^  )  dx  dv 

Ox  dx        dy  dy  J 

(i)  {       =—Jjv\,udxdy—jv~ds 

f       =  —  /    /  a  A2  dx  dy  —  \  u  --  ds, 

dont  la  signification  va  être  indiquée. 

u  et  V  sont  des  fonctions  continues  de  ^  et  y,  ainsi  que  leurs 
dérivées  premières  et  secondes  dans  une  aire  A  limitée  par 
un  contour  simple  ou  multiple  dont  l'arc  élémentaire  est 
représenté  par  ds)  les  intégrales  doubles  sont  relatives  à  tous 
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les  points  de  l'aire  A,  les  intégrales  simples  sont  relatives  aux 
contours  limites  de  cette  aire,  elles  sont  prises  en  cheminant 

dans  le  sens  direct  (l'aire  à  srauche).  Enfin  —,  -—  sont  des 

^  o  /  On    dn 

dérivées  prises  dans  la  direction  de  la  normale  intérieure  à 
l'élément  ds;  le  sens  précis  de  cette  locution  va  résulter  des 
considérations  suivantes. 
Considérons  l'intégrale 

J  J   \dx  Ox        ôy  dyj  -^  ' 

et  intégrons,  par  parties,  le  premier  terme  ;  nous  aurons 

L'intégrale  double  qui  figure  au  second  membre  est  relative 
à  l'aire  A  ;  quant  à  l'intégrale  simple,  la  valeur  v  —  ?  qui  figure 
sous  le  signe  /  ,  doit  être  remplacée  par 

\    dx j X  '    \    Ox  1.2      \    OxJ^  '         ' 

l'indice  placé  au  bas  de  chaque  parenthèse  indiquant  que 
l'on  doit  remplacer  x  par  les  valeurs  x^,  x^^  .  •  • ,  qu'il  prend 
sur  le  contour  de  l'aire  A,  aux  points  où  la  droite  jk=  const. 

vient  couper  ce  contour.  L'intégrale  j  v  -^  dy  devra  donc 

être  prise  en  faisant  varier  le  point  xy  sur  le  contour  de 
l'aire  A  et  en  le  faisant  marcher  dans  le  sens  direct.  On 
aurait  de  même 

mais  l'intégrale  simple  devra  être  prise  le  long  du  contour  A 

en  cheminant  cette  fois  dans  le  sens  rétrograde.  Si  l'on  ajoute 

L.  —  Traité  d'Analyse,  VI.  17 
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les  formules  {'2)  et  (3),  on  aura  alors,  en  prenant  les  deux 
intégrales  simples  dans  le  sens  direct, 


(4) 


]  J  J    \dx  dx        dy  dy]         -^ 


Or,  si  l'on  observe  qu'en  appelant  n  la  direction  de  la  normale 
intérieure  au  contour  œ,  y^  on  a 

dy  ,         ^       dx 

cos(n,x)~ -jj-)         cos(n,  jk)  =  ;,— ? 

et,  si  l'on  pose 

du        du  dx        du  dy 
dn        dx  dn        dy  dn' 

dx  et  dy  représentant  les  variations  que  prennent  x  et   y 
quand  le  point  x^y  se  déplace  de  dn  sur  la  normale  intérieure 

,  .  dx         dy 

a  ds^  on  voit  que  -v-  et  -—-  seront  respectivement  égaux   a 


dy    ^  dx  ^  ,, 

f-  et  -.-  ?  en  sorte  que  i  on  aura 

ds        ds  ^ 

du  _        du  dy        du  dx 
dn  dx   ds         dy   ds 

et  la  formule  (4)  deviendra 

//  {%  %+%  Ty)  '^•^'^^  =  -/"  ^  *  -//"^^  "'^^*'' 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  Green,  dont  l'équation  (4) 
est  une  autre  expression  moins  condensée. 

Corollaire  1.  —  Lorsque  les  fonctions  u  ei  v  sont  harmo- 
niques dans  Taire  A,  Ao  w  et  Ao^^  sont  nuls,  et  la  formule  (i) 
donne 

(•^^  f{"rn-''^£) '''  =  "' 

formule  qui  nous  sera  utile  plus  tard. 
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(^)i;()i  I  VIRE  II.   —  Supposons  U  =  ç  el  la  fonction  u  har- 
monique à  l'intérieur  de  l'aire  A  :  la  formule  (i)  deviendra 

Si  donc  la  fonction  harmonique  dans  l'aire  A  est  nulle  sur  le 
contour  de  cette  aire,  l'intégrale  qui  figure  au  second  membre 
est  nulle,  et  l'on  a 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  dans  l'aire  A  on  a 


du 

du 

=  0 , 

==  0, 

u  — 

const., 

âx 

ày       ' 

et  comme  u  est  nul  sur  le  contour,  u  est  identiquement  nul; 
donc  : 

Si  une  fonction  Jiarjnonique  dans  une  aire  A  est  nulle 
tout  le  long  du  contour  de  cette  aire,  elle  est  nulle  aussi 
en  tous  les  points  de  cette  aire. 

(Corollaire  111.  —  //  ne  peut  exister  qu'une  seule  fonc- 
tion liaiinonique  à  V intérieur  d^ une  aire  A  prenant  sur  le 
contour  de  cette  aire  des  videurs  données. 

En  effet,  s'il  pouvait  exister  deux  fonctions  u^  et  u-^  harmo- 
niques dans  l'aire  A  et  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  le  con- 
tour limitant  cette  aire,  la  différence  u^  —  u^.,  qui  est  évidem- 
ment harmonique,  serait  nulle  sur  le  contour  de  l'aire  et  par 
suite  nulle  à  l'intérieur  de  A  :  ainsi  u^  =  «o.  c.  q.  f.  d. 

Rien  ne  prouve  qu'il  existe  une  fonction  harmonique  dans 
l'aire  A  prenant  sur  le  contour  de  cette  aire  des  valeurs  don- 
nées, au  moins  jusqu'à  présent;  tout  ce  que  l'on  peut  affir- 
mer, c'est  qu'il  n'y  en  a  qu'une  au  plus.  Rien  ne  prouve  non 
plus  qu'il  n'y  a  qu'une  fonction  u  satisfaisant  à  l'équation 
AoW^o,  et  prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour 
donné,  mais  il  n'y  en  a  qu'une  qui  soit  harmonique,  c'est- 


200  CHAPITUK    VII. 

à-dire  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  dans  l'aire 
limitée  par  le  contour.  Ces  remarques  sont  importantes  pour 
ce  qui  va  suivre. 

III.  —  Énoncé  du  principe  de  Dirichlet. 

Riemann  a  étayé  une  théorie  des  fonctions  de  variables 
imaginaires  sur  un  postulatum  qu'il  a  appelé  principe  de 
Dirichlet  et  qui  au  fond  revient  à  ceci  : 

//  existe  une  fonction  harmonique  à  V intérieur  d'une 
aire  A  et  prenant  des  valeurs  données  sur  le  contour  de 
cette  aire. 

Nous  démontrerons  ce  principe  dans  les  paragraphes  sui- 
vants; Riemann  le  déduisait  du  postulatum  suivant,  énoncé 
par  Dirichlet  : 

Il  existe  une  fonction  u  qui,  parmi  toutes  celles  cjui  sur 
le  contour  de  l'aire  A  prennent  des  valeurs  données  et 
restent  finies  et  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  pre- 
mières et  secondes,  rend  l'intégrale 


Lm)'<%)'\"" 


minima. 


Nous  ne  montrerons  pas  ici  l'équivalence  de  ces  deux  prin- 
cipes; elle  sera  établie  plus  loin  d'une  façon  plus  générale. 

Il  est  bien  facile  d'établir  qu'il  existe  une  fonction  har- 
monique à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R  décrit  de  l'ori- 
gine comme  centre,  prenant  sur  la  circonférence  de  ce  cercle 
des  valeurs  données,  pourvu  que  ces  valeurs  ne  présentent 
pas  une  infinité  de  discontinuités  non  plus  qu'une  infinité  de 
maxima,  et  enfin  pourvu  que  parmi  ces  valeurs  il  n'y  en 
ait  point  qui  soient  infinies.  En  efi'et,  si  une  fonction  de  x  et 
y  est  donnée  le  long  du  cercle  en  question,  elle  est  sur  ce 
cercle  fonction  de  l'angle  polaire  Q  défini  par  les  équations 

;r  =  Rcos6,        7=:Rsin6; 
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elle  est  par  suite  développable  par  la  formule  de  Fourier, 
c'est-à-dire  que  sur  la  circonférence  de  rayon  R  elle  est  de  la 
forme 

«0-^-  <^i  cosO  -^  «2  COS26  — .  .  .  -^  61  sinO  -^  62  sinaO  -^  .  .  .: 

si  alors  on  désigne  par  /•  le  rayon  vecteur  d'un  point  {J0,y) 
intérieur  au  cercle  de  rayon  R,  on  aura  /'  <C  R,  et,  si  l'on  con- 
sidère la  fonction  de  ;•  et  9  ou  de  ^  et  j^ 

/  /•  r2 

\  u  —  ao  —  ai  --  cos  6  --  a->  -—  cos  2  0  — .  . . 

^'^  ] 

I  —  «1  —  sin6  -i-  «2  -îj:;  sinaO  -^.  .  .; 

cette  fonction  u  sera  finie  et  continue  à  l'intérieur  du  cercle 
de  rayon  R,  la  série  qui  figure  dans  (i)  étant  uniformément 
convergente;  de  plus  elle  sera  harmonique  :  en  effet,  il  est 
facile  de  voir  qu'une  quelconque  des  fonctions 

r"cos^.6,         r'^sin/iO 

est  harmonique.  Ces  fonctions  peuvent,  en  effet,  se  mettre  sous 
les  formes 

et 

(a;-^y^-^  \Y  -ix-r  v/- i  )" 

et  il  estfaciledeconstaterquefjc-^f-y  y/ —  1  j'^etfj; — y^/ —  if' 
satisfont  tous  deux  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

C'est  en  partant  de  là  que  nous  parviendrons  à  démontrer 
le  principe  de  Dirichlet  dans  toute  sa  généralité.  Quand  nous 
dirons  qu'une  fonction  peut  prendre  des  valeurs  arbitraires 
sur  un  contour,  il  faudra  toujours  sous-entendre  que  ces 
valeurs  sont  soumises  à  une  certaine  continuité  analogue  à 
celle  des  fonctions  développables  en  séries  trigonométriques. 
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IV.  —  Problème  de  la  représentation  conforme. 

La  démonstration  du  principe  de  Dirichlet  est  intimement 
liée  à  la  démonstration  de  la  possibilité  de  la  résolution  d'un 
problème  dit  de  la  représentation  conforme  et  qui  s'énonce 
ainsi  : 

Etant  données  deux  aires  A  et  A' ^  déterminer  une  fonc- 
tion monodrome  et  monogène  z'  =  f(z)^  telle  qu  'à  un  point 
z  de  Uaire  A  elle  fasse  correspondre  un  point  z'  de  l'aire 
A'  et  un  seul,  et  vice  versa,  les  points  des  contours  limitant 
A  et  Pi!  étant  censés,  à  ce  point  de  vue,  fcdre  partie  inté- 
grante des  cures  en  question. 

Dans  la  représentation  conforme,  les  points  correspondants 

décrivent  des  figures  qui,  dans  leurs  dimensions  infinimeat 

petites,  sont  semblables  (t.  V,  p.  98);  on  voit  anssi  que,  si^  et 

5'  sont  des  points  intérieurs  aux  aires  A  et  A',  on  n'aura  jamais 

.  dz'  .  dz  .       •  1 

ni  -j—  =  o,  ni  -r;7  =  o  ;  sans  quoi,  si,  par  exemple,  on  avait 

—-1=0,    l'équation    z'=f(z)  aurait   une   racine   double  et 

deux  points  z  correspondraient  dans  Faire  à  un  point  z' . 

Le  problème  de  la  représentation  conforme  peut  être  ramené 
au  suivant  :  Représenter  une  aire  donnée  sur  le  demi-plan 
situé  au-dessus  de  Uaxe  des  x.  En  effet,  si  l'on  sait  repré- 
senter l'aire  A  sur  l'aire  hl  et  sur  Faire  A'',  il  est  bien  évident 
que  l'on  saura  par  cela  même  représenter  A'  sur  A''. 

V.  —  Représentation,  conforme  d'un  polygone  sur  un  demi-plan. 

La  représentation  d'un  polygone  sur  la  portion  de  plan 
située  au-dessus  de  l'axe  des  x  va  résulter  de  la  discussion  de 
la  formule  suivante,  où  nous  supposerons 

-50  <«  <^  <C  <.  .  .</, 


(0 


z'^    r  {a-z)y--^{b-zf-^  ...{l-^?^'''dz. 
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To,  fi^  b,  .  .  .,  l  sont  des  constantes  quelconques  réelles;  a, 
Jii,  .  .  .,  A  sont  des  nombres  positifs  satisfaisant  à  la  relation 

//  (l('signant  le  nombre  des  quantités  r/,  ^,  ...  ou  a,  ^,   .... 

i"  La  fonction  z'  de  z  est  synectique  pour  toute  la  poitlon 
de  plan  située  au-dessus  de  Vaxe  des  x. 

En  effet,  les  seuls  points  critiques  de  z'  sont  les  points 
z  =  a^  6,  .  .  .,  /  situés  sur  l'axe  des  x. 

'?y  La  fonction  z  de  z'  est  synectique  à  U intérieur  d^ un 
polygone  ayant  pour  sommets  les  points  a',  h\  .  .  .  qui  sont 
les  valeurs  de  z'  pour  z  ^^^^  a^  b.  .  .  .. 

En  effet  de  (i)  on  tire 

dz 

et  cette  équation  différentielle  détinit  une  fonction  synectique 
de  :;'  autour  de  tout  point  pour  lequel  le  second  membre  de 
cette  équation  reste  synectique;  z  restera  donc  synectique  à 
l'intérieur  du  polygone  ayant  pour  sommets  a',  b\  c',  .  .  .  si, 
comme  nous  le  supposerons,  les  cotés  de  ce  polygone  ne  se 
coupent  pas. 

3*^  Quand  le  point  z  décrit  l'axe  des  x^  le  point  z'  décrit 
le  périmètre  du  polygone  fermé  a'  b' c' .  .  .  l'  dont  les  angles 
sont  aTT,  jB-,  .  .  .,  Xiz. 

En  effet,  quand  z  <<«,  ^'  est  réel;  il  décrit  une  portion  de 
l'axe  des  x  et  pour  z  =z  a'A  se  trouve  en  a'  sur  l'axe  des  x.  Si 
z  franchit  le  point  a,  z'  devient  imaginaire;  mais  son  argu- 
ment reste  constant  et  égal  à  T:(a  —  i)  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 
z^^b  ei  z' ^=  b' ;  il  décrit  donc  la  droite  qui  joint  a' b' .  De 
même,  quand  z  varie  de  ^  à  c,  z'  décrii  la  droite  b' c  qui  fait 
l'angle  7z(a  —  i  -j-  ,3  —  i)  avec  l'axe  des  x,  et  ainsi  de  suite  ^ 
les  angles  successifs  du  polvgone  sont  donc  7:a,  -[^.  ...  ;  ce 
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polygone  se  ferme  d'ailleurs  en  vertu  de  l'hypothèse  contenue 
dans  la  formule  (2). 

4"  Quand  le  point  z  se  meut  au-dessus  de  L^ axe  des  x,  le 
point  z'  se  meut  à  V intérieur  du  polygone  a' b' c' .  .  .  l' . 

En  effet,  si  z  est  imaginaire,  mettons  l'intégrale  (i)  sous  la 
forme 


OU  encore 


fia-b-re^^-'^y-'i-re^^- 


x{c  —  b  —  re^^-iy-'^  . . .  e^^~idr, 
ou  enfin 


z 


-fia 


ô'-i-eTïvCiTcp-D+epv'-i    /     (a_iy_re^^-iy'\..  r^-idf^ 


Supposons  r  très  petit  et,  le  point  :;  devant  être  au-dessus 
de  l'axe  des  x,  B  compris  entre  o  et  iz.  Quand  8  varie  à  partir 
de  zéro,  l'intégrale  qui  figure  dans  la  formule  précédente 
reçoit  un  accroissement  très  petit  et  son  argument  varie  très 
peu;  le  facteur  exponentiel  qui  multiplie  l'intégrale  varie 
sensiblement  et  son  argument  croît  proportionnellement  à  9, 
en  sorte  que  le  point  z'  pénètre  dans  le  polygone  a' 6' c'. . .. 

Ainsi,  lorsque  le  point  z  pris  dans  le  voisinage  d'un  point 
(<2,  bf  c,  ...)  s'élève  au-dessus  de  l'axe  des  x^  le  point  z' 
pénètre  à  l'intérieur  du  polygone  a'b'c'...;  maintenant,  z 
restant  au-dessus  de  l'axe  des  ^,  je  dis  que  z'  ne  pourra  plus 
sortir  du  polygone  en  question.  En  effet,  s'il  pouvait  en  sortir, 
il  traverserait  l'un  des  côtés  et  z  traverserait  l'axe  des  .^,  car 
à  une  valeur  de  z'  ne  correspond  qu'une  valeur  de  z. 

5*^  Quand  le  point  z'  se  meut  dans  le  polygone  a'  b'  c' ..  , 
le  point  z  reste  au-dessus  de  l'axe  des  x. 

En  effet,  si  le  point  z  pouvait  passer  dans  la  région  située 


DES     FONCTIONS     HARMONIQUES.  26") 

au-dessous  de  l'axe  des  x,  il  traverserait  cet  axe  et  le  point 
z'  traverserait  le  périmètre  du  polygone  a' b' c' — 

()"  /îepre/ions  la  formule  (i)  :  je  dis  que  Von  peut  choi- 
sir ZQ,a^  b /;  a,  [j,  .  .  . ,  À,  de  telle  sorte  que  le  polygone 

ri  y  c' ...  soit  égal  à  un  polygone  donné. 

En  effet,  pour  z  rr=  Zç^^  le  point  z'  est  à  l'origine,  et,  pour 
z  -=  a,  z' r=z  a',  le  point  a'  est  sur  l'axe  des  ^,  le  côté  l' a'  est 
dirigé  suivant  l'axe  des  x',  les  parties  réelles  des  intégrales 


Jf     doj,       I    dix),     ....       /     d'o, 


dans  lesquelles  r/to  désigne  la  différentielle  qui  entre  dans 
l'intégrale  qui  figure  dans  la  formule  (i),  sont  les  projections 
des  côtés  du  polygone  a'b'c'...^  sur  l'axe  des  .2:;  en  se  don- 
nant ces  projections  et  les  angles  7:a,  t:^,  ...  du  polygone, 
ce  dernier  sera  déterminé  et  le  polygone  a' b' c' ...  sera  aussi 
déterminé  de  forme  par  les  équations 

proj.a'6'—    /     disi,         proj.6'c'=    /    c?co,  .... 

dont  les  premiers  membres  sont 

a'è'cos(i  —  a)T:,         6'c'cos(i  —  a -f- i — |B)7:,  .... 

7"  Enfin  je  dis  que  Von  peut  opérer  la  représentation 
conforme  dUin polygone  quelconque  sur  le  demi-plan  situé 
au-dessus  de  Vaxe  des  x. 

11  suffît,  en  effet,  pour  cela  de  faire  usage  de  la  formule 

A  et  B  désignant  des  constantes. 

Si  l'on  suppose  A  de  la  forme  coscp  -4-  \^' —  \  sincp,  le  point 
^'^s'obtiendra  en  transportant ^3' dans  la  direction  argB  d'une 
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longueur  égale  àmodB  et  en  faisant  tourner  le  point  ainsi 
obtenu  d'un  angle  cp  autour  de  l'origine;  la  formule 

permettra  donc  de  présenter  sur  le  demi-plan  des  y  positifs 
un  polygone  obtenu  en  imprimant  à  a'b' c' ...  une  translation 
et  une  rotation  arbitraires,  ce  qui  établit  la  possibilité  de  la 
représentation  conforme  d'un  polygone  quelconque  sur  le 
demi-plan  situé  au-dessus  de  l'axe  des  x. 

VI.  —  Représentation  conforme  d'un  demi-plan  sur  un  cercle. 
Si  l'on  pose 

z  =  —  K  /— 7  -r-  reO v'^^,         ^'  ^  -  R  v^- -7  -'-  -^-^  e^  ^'=-7, 
ce  qui  donne 

mod  {z-^K  y/ -7)  mod  (z'-f-  R  /—  i  )  =  ■2R2, 

quand  le  point  z  se  mouvra  dans  un  cercle  de  rayon  K  décrit 
de  l'origine  comme  centre,  le  point  z'  décrira  toute  la  partie 
du  plan  située  au-dessus  de  l'axe  des  x  ;  il  est  facile  de  voir  en 
effet  que  les  points  z  et  z  sont  transformés  l'un  de  l'autre  par 
rayons  vecteurs  réciproques;  le  pôle  de  la  transformation  est 
le  point  — Ry/ —  i,  et  le  module  est  2R-;  le  cercle  se  trans- 
forme en  l'axe  des  x  et  les  points  intérieurs  au  cercle  don- 
nent des  points  situés  au-dessus  de  cet  axe.  Cela  établit  la 
possibilité  de  la  représentation  d'un  polygone  sur  un  cercle. 
La  méthode  que  nous  avons  indiquée  pour  la  représenta- 
tion d'un  polygone  sur  le  demi-plan  des  jk  positifs  a  l'incon- 
vénient d'être  svnthétique  :  la  formule  qui  conduit  à  cette 
représentation  a  été  donnée  analjtiquementpar  M.  Schwarz, 
(^C relie,  t.  70)  ;  mais  la  démonstration  de  M.  Schwarz,  repro- 
duite en  français  dans  les  Leçons  sur  la  théorie  des  surjaces 
de  M.  Darboux  (p.  170  et  suiv.),  suppose  que  la  représenta- 
tion est  possible.  La  vérification  que  nous  avons  faite  était 
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absolument  nécessaire  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue; 
c'est  pour  éviter  les  longueurs  (jue  nous  avons  supprimé  la 
démonstration  analytique  de  .M.  Sclivvarz. 

VII.  —  Fonctions  harmoniques  dans  un  polygone. 

Supposons  que  Ton  saclie  déterminer  une  fonction  harmo- 
nique à  l'intérieur  d'un  contour  A  et,  prenant  sur  ce  contour 
des  valeurs  données,  désignons  par  S  la  substitution  qui 
permet  d'établir  une  représentation  conforme  de  l'aire  A  sur 
une  autre  aire  B  (si  cette  représentation  est  possible);  celle 
substitution  imaginaire  peut  être  remplacée  par  deux  autres 
réelles,  permettant  de  faire  correspondre  à  un  point  (x' , y')  de 
A  un  point  (x^y)  de  B. 

Cela  posé,  supposons  que  l'on  désire  une  fonction  harmo- 
nique Il  de  (^,  y)  à  Tinlérieur  de  B  et  se  réduisant  à  U  sur 
le  contour  même  de  B. 

Par  hypothèse,  en  posant 

x=o{x',y'),        y  —  ^{x',  y), 

l'aire  B  se  transforme  dans  l'aire  A,  point  par  point.  La  fonc- 
tion [J  se  transforme  en  U^;  par  hypothèse  aussi,  on  peut 
déterminer  une  fonction  harmonique  u'  à  Fintérieur  de  A  et 
devenant  U'  sur  le  contour  de  A;  il  y  a  donc  une  fonction  u 
dans  laquelle  se  transforme  u'  qui  prend  la  valeur  U  sur  le 
contour  B.  Je  dis  que  cette  fonction  est  harmonique  à  l'inté- 
rieur de  B;  en  effet,  on  a 


ou 

du  dx'         du  dy' 

Ox 

~~  dx'   dx    '    dy'   dx"* 

dx-^ 

_  dHi  (dx'Y  .         d'~u     dx'  dy' 
~~  dx'-\âx  /     '       dx'dy'   d^    dx 

d'-u  /dy'y  ,     du  d-^x'        du  d^y' 
'    ây'-^  \0x  )     '    dx'   dx^     '    Oy'    dx^ 

c-  17       r  .     •     d^u      0-u    ^     d^u         .  »    •  r 

oi  l  on  torme  par  symétrie  — r  et  ^-  -\ — r--  ou  Ao  u  et  si  1  on 
r        j  f)yi       (jxi         Oy^ 
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observe  ensuite  que  (p.  g3,  t.  V)  Ao^'^^  o,  Ao/'^  o,  on  aura 


d'-u^  V/ùy' 


Oy-  \_^\àM/         \ày/]       "   âx' dy  \dx    ôx    '    dy    dy 

,  (.r-     •  ^      d'^  U  à'  Il  ,  T 

mais  les  coeihcients   de  -^^  et  —7-  sont  eeraux  en  vertu  des 

ox  '-^        oy  '^  ° 

formules  (p.  g3,  t.  V) 

dx'  _  dy'  dx'  __        dy'  _ 

dx         dy  dy  dx  ' 

le  coefficient  de  , — r-  est  nul  en  vertu  des  mêmes  formules. 

dx  dy 

Enfin  la  fonction  u  ou  u'  étant  harmonique  dans  le  contour  A, 

on  a 

(Pu'    ,    d'^u'  __ 
dr'2  "^  Jyi  ~~^' 

il  en  résulte  que  AoW^^o,  et  que  la  fonction  u'  est  harmo- 
nique et  prend  des  valeurs  données  sur  le  contour  B. 

Des  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  il  résulte 
que  : 

li  existe  une  et  une  seule  fonction  harmonique  dans 
V intérieur  dhin  polygone  donné  P  et  prenant  sur  le  con- 
tour de  ce  polygone  des  valeurs  données,  pourvu  cjue  ces 
valeurs  satisfassent  à  la  loi  de  continuité,  excepté  en  un 
nombre  fini  de  points. 

Puisqu'il  existe  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  d'un 
cercle  prenant  des  valeurs  données  sur  ce  cercle,  et  que  l'on 
peut  représenter  d'une  manière  conforme  un  polygone  sur  un 
demi-plan  et  un  demi-plan  sur  un  cercle. 


VIII.  —  Les  fonctions  de  Green. 

Soient  S  un  contour  fermé,  O  un  point  intérieur  à  ce  contour 
et  fixe,  r  la  distance  du  point  (^,  y)  au  point  O.  On  appelle 
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fonction  de  Green  la  fonction  égale  à  log-  sur  le  contour  S 

et  harmonique  à  l'intérieur  de  ce  contour.  L'existence  de  la 
fonction  de  Green  n'est  établie  jusqu'ici  que  pour  des  con- 
tours polygonaux;  mais  il  est  clair  que  ces  contours  peuvent 
étr^  tels  que  l'aire  qu'ils  circonscrivent  se  recouvre  elle-même 
plusieurs  fois. 

Clierclions  à  établir  l'existence  de  la  fonction  de  Green 
pour  un  contour  quelconque  S  et  un  point  intérieur  O.  A 
cet  effet,  construisons  des  polygones  P< ,  P2,  .  .  . ,  P/^  entière- 
ment intérieurs  à  la  courbe  S,  mais  tendant  à  se  confondre 
avec  celte  courbe  et  tels  que  P^  soit  intérieur  à  Po,  Po  à 
P3,  ....  On  peut  supposer  le  point  O  intérieur  à  tous  ces 
polygones  et  construire  pour  chacun  d'eux  une  fonction  de 
Green.  Soient  G,  la  fonction  de  Green  relative  à  Pi ,  Go  la  fonc- 
tion de  Green  relative  à  Po,  .... 

(La  fonction  de  Green  G,  relative  à  un  contour  S,  est  tou- 


I  cf    .      ^        r  .  •  /-.  il 


jours  moindre  que  log-;  en  effet,  la  fonction  G — log-  est 

nulle  sur  le  contour  S;  elle  est  très  grande  et  négative  autour 
du  point  O;  si  donc  elle  pouvait  être  positive  dans  l'intérieur 
de  S,  il  y  aurait  dans  l'intérieur  de  S  une  courbe  fermée  S'  le 
long  de  laquelle  on  aurait  G  =  o,  ce  qui  est  absurde,  car  G 
étant  harmonique  ne  saurait  être  nulle  le  long  des  contours 
S,  S',  sans  être  nulle  dans  l'aire  comprise  entre  ces  contours.) 
Je  dis  que  l'on  aura  G,  >  G2>>  G3  >> .  .  .  >  G,^.  En  effet,  sur 

P2,  la  fonction  Go  —  log-  est  nulle;  elle  est  négative  à  l'inté- 
rieur de  Po  et  par  conséquent  sur  P<  où  G,  —  log-  est  nul; 

donc  G2  —  G|  est  négatif  sur  P^  ;  il  ne  peut  plus  devenir  nul 
à  l'intérieur  de  P< ,  sans  quoi  entre  deux  contours  il  serait  tou- 
jours nul  :  donc  Go  —  G|  reste  négatif;  ainsi  Ton  a  bien 

G,>G,>G3>.... 

Considérons  alors  la  série 

(i)  G  =G,-(G2-G,)-f-(G3-G2)-i-...  +  (G„^,-G„)-^...; 
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elle  esl  convergente,  car  elle  est  à  termes  positifs,  et  la  somme 
de  ses  11  premiers  termes  est  G„,  qui  ne  croît  pas  indéfiniment, 
puisqu'il  reste  inférieur  à  G<.  Nous  allons  prouver  que  G,/  a 

pour  limite  log- lorsqu'on  s'approche  du  contour  S.  Consi- 
dérons un  polygone  H  voisin  de  S,  mais  extérieur  à  S  :  soitR 
la  fonction  de  Green  relative  à  ce  polygone;  K  sera  moindre 
C{ue  G  et  différera  de  G/^  d'aussi  peu  que  l'on  voudra,  en  sorte 

que 

G„>G>K; 

mais  G/i  et  K  diffèrent  sur  le  contour  S  d'aussi  peu  que  l'on 
veut  de  log-;  donc,  a  fortiori,  G  différera  d'aussi  peu  que  l'on 

veut  de  I02-  sur  ce  contour,  donc  sur  ce  contour  G  =  los-- 

D'ailleurs  la  série  (i)  uniformément  convergente  qui  définit  G 
est  une  fonction  harmonique. 

IX.  —  Sur  une  propriété  remarquable  des  fonctions  de  Green. 
Soit  Gj  la  fonction  de  Green  égale  à 

\0^--==—^=z=z   =  log  — 

sur  le  contour  S,  et  G^  la  fonction  de  Green  égale  à 


^{x  —  x^Y~{y-y.) 


sur  le  même  contour,  x^ ,  y^  et  x^,  y 2  désignant  des  points 

intérieurs  à  ce  contour  :  on  aura 

/ 

Gi(a72,  72)  =  02(^1,7,). 

En  effet,  considérons  un  contour  S^  voisin  de  S  et  intérieur  à 
S,  le  long  duquel  on  ait 

Gi—  log—  =  a, 
^1 
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a  étant  une  quantité  très  petite  :  entourons  les  points  x^,  y^ 
et  X21  fi  tle  cercles  de  rayons  très  petits  R,  et  Rj  ;  enfin  appli- 
quons le  théorème  de  Green  aux  fonctions 

(•  =.  G,  —  log- a, 

u  —  G.>  —  lo^ — j 

et  à  l'aire  limitée  par  S'  et  parles  deux  cercles  Ri  et  Ro  ;  nous 
aurons,  en  observant  que  ii  et  v  sont  harmoniques, 


(0 


ffiôuô.      duôç^x^^  _rôu^^ 

J  J    \  dx  dx        dy  dy  J  "^  J      on 


Dans  cette  formule,  l'intégrale  simple  est  prise  à  la  fois  le 
long  de  S'  dans  le  sens  direct  et  le  long  des  cercles  R,  et  Ro 
dans  le  sens  rétrograde;  le  long  de  S',  v  est  égal  à  zéro;  l'in- 
tégrale simple  en  question  se  réduit  à 

1       \  "r^  J  On 


La  première  intégrale  est  nulle  pour  R,  =  o,  car  /•,  =^  R,; 
la  seconde  se  réduit  à 

car —  =  p"-:  on  \errait  de  même  que  rintéf^rale  double 

c*/-  R2  -10 


^2 

qui  figure  dans  (i)  est 


-^^[G,(r„^-,)-(log;^)J. 
et,  comme  (log— j  r=  Mog— j  >  les  deux  membres  de  cette 
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formule  désignant  le  logarithme  de  l'inverse  de  la  distance 
des  points  .r, ,  y^  et  X2^  ^21  on  en  conclut 


Gi(^2,72)=  Gi{xi,  ri). 


G.  Q.   F.   D. 


X.  —  Fonction  harmonique  prenant  des  valeurs  données 
sur  un  contour  donné. 

Soit  u  une  fonction  harmonique  de  a;  et jk  dans  un  contour 
fermé  S;  soit  U  la  valeur  que  prend  cette  fonction  sur  le 
contour  lui-même  :  il  est  facile  d'exprimer  u  au  moyen  de  U, 
en  sorte  qu'il  suffît  de  connaître  u  sur  le  contour  S  pour 
pouvoir  le  calculer  pour  toutes  les  valeurs  de  ^,  y  répondant 
à  un  point  intérieur. 

En  effet,  appelons  /•  la  distance  du  point  (x,  y)  à  un  point 
(a,  b)-^  supposons  le  point  (.r,jK)  fixe  et  le  point  (a,  6)  variahle; 
appliquons  alors  le  théorème  de  Green  aux  fonctions  u{a,  b) 

et  log-  en  prenant  pour  aire  celle  qui  est  limitée  par  le  con- 
tour S  et  un  petit  cercle  de  rayon  R  décrit  autour  du  point 
(^,  jk)  comme  centre;  nous  aurons 


les  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  positif  sur  le  contour  S, 
et  dans  le  sens  négatif  sur  la  circonférence  du  rayon  R. 
Le  long  de  la  circonférence  du  cercle,  la  première  intégrale 
est  égale  à 
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f 


et,  quand  R  est  infiniment  petit,  cette  intégrale  se  réduit  ù 
iizu^x^ y)\  la  seconde  intégrale  se  réduit  à 


-i^V^^a.o; 
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elle  est  nulle  pour  R  =  o  et  Ton  a,  par  suite, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  S,  et  mieux 

r  désigne  alors  la  distance  de  Télément  ds  qui  a  pour  coor- 
données a,  b  au  point  intérieur  (x,  y).  Soit  g  la  fonction  de 

Green  qui  sur  le  contour  S  se  réduit  à  log-  i  si  l'on  applique  le 

théorème  de  Green  aux  fonctions  u  et  g^  mais,  pour  un  con- 
tour S' très  voisin  de  S  et  intérieur  à  S,  on  a 


f(-t- 


On 


U'  et  G'  désignant  les  valeurs  de  u  et  g  sur  le  contour  S';  en 
combinant  cette  équation  avec  (i),  on  a 


(2)  2Tui^-   I  U  -—^ds-^  f\j'  ^ds'-^Q, 

^    '  J  On  J         On 

Ù  désignant  la  quantité 

Û  =  /  —-  G  ds  —  I  -r-  log-  ds. 
J    On  J    On     ^r 

Si  l'on  fait  converger  le  contour  S'  vers  S,  G'  tend  vers  log- 
et  Q  tend  vers  o;  la  formule  (2)  devient  alors 


(3)  27rw=  /    U— ,— ^  -lim  /  U' ^-  ds'. 

^    '  '  ^^"-  '         On 

L.  —  Traite  d'Analyse,  VI.  «8 
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XI.  —  Principe  de  Dirichlet. 

La  formule  (3)  permet,  quand  elle  exisie,  de  construire 
une  fonction  harmonique  dans  un  contour  donné  S,  quand 
on  se  donne  les  valeurs  de  cette  fonction  sur  ce  contour.  Il  y 
a  lieu  de  se  demander  si  cette  formule  (3)  qui  peut  servir  à  la 
définition  d'une  fonction  w,  quand  on  se  donne  U,  ne  défini- 
rait pas  en  tout  cas  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  de 
S,  prenant  sur  ce  contour  les  valeurs  données  U,  auquel  cas 
le  principe  de  Dirichlet  se  trouverait  démontré. 

Ainsi,  pour  démontrer  le  principe  de  Dirichlet,  il  suffit  de 
montrer  que  la  fonction  u  donnée  par  l'équation 

f  ^^""K  r    àG' 

(i)  iT.u^  /    U ds  —  Um  /  U'  ~^ds' 

J  ôii  J  on 

est  harmonique  dans  l'aire  limitée  par  S  et  converge  vers  U, 
quand  le  point  [x^  y)  converge  vers  un  point  du  contour  S. 
Occupons-nous  d'abord  de  l'intégrale 


A 


U— -— -  ds, 

an 


et  cherchons  la  valeur  qu'elle  prend  quand  le  point  {x^y)  con- 
verge vers  le  point  (X,  Y)  situé  sur  le  contour  S,  A  cet  eff'et, 
partageons  le  contour  S  en  deux  parties,  l'une  infiniment 
petite,  S,,contenantlepoint  (X,  Y),  et  l'autre,  S  —  Si  :  la  por- 
tion de  rintégral'e  relative  à  S  -  -  S,  est  finie;  nous  la  repré- 
senterons par  P;  l'autre  relative  à  Si  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


f 


—  db  —  - — ^.—  da 


=  /  Ut/arctang  — 
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le  champ  de  l'intégrale  étant  infiniment  petit.  Si  l'on  suppose 
U  continu,  la  valeur  de  cette  intégrale  sera 


-/ 


Y 
c/arctansf  — 


en  appelant  Ux  la  valeur  de  U  en  (X,  Y);  quant  à 


/ 


r  -  ^> 

rtarctaiiir-- 


X  —  a 


c'est  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  (^,  jk)  l'arc  S<.  Si  le 
point  (X,  Y)  est  un  point  ordinaire  du  contour  S,  cet  angle  sera 
égal  à  t:.  Si  (X,  Y)  est  un  point  où  les  tangentes  font  un  angle 
a,  l'intégrale  en  question  sera  2 tu  —  a,  de. sorte  que  l'intégrale 
relative  à  S,  sera  tcUx  ;  en  résumé,  on  a  pour  ^  z^  X,  j'  =  Y, 

t)log- 

(2)  /    U— —^^5-- P-i-irUx. 

^    '  'On 


on 


Occupons-nous  maintenant  de  l'intégrale 

Cette  intégrale  est  prise  le  long  d'un  contour  S' intérieur  à  S  et 
infiniment  voisin  de  S  :  nous  supposerons  S'  parallèle  à  S,  et 
le  point  («',  b')  de  S'aura  pour  correspondant  le  point  (a,  b)  de 

S,  en  sorte  que  -,-  =  -,  ,  •  La  fonction  V  est  harmonique  dans 
^       da         da  * 

S  et  dans  S^  Il  pourrait  y  avoir  doute  à  cet  égard  dans  le  cas  où 
le  point  (^,  y)  se  trouverait  sur  le  contour  S  ;  mais,  en  vertu 
du  théorème  démontré  §  IX,  on  peut  remplacer  G'  qui  est  rela- 
tive à  un  point  de  S,  par  la  fonction  de  Green  relative  à  un 
point  de  S'.  Calculons  maintenant  la  valeur  de  V  :  à  cet  effet, 
partageons  le  contour  S'  en  deux,  l'un  S',  correspondant  au 
contour  que  nous  avons  appelé  S,  tout  à  l'heure,  et  lautre 
S' —  S,;  l'intégrale  V,  prise  le  long  de  S' —  S<,  sera  égale  à 
P;  il  reste  alors  à  évaluer  l'intégrale 


I 


..=/u 


---  ds 
on 
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le  long  de  l'arc  S'^ .  Or,  le  point  (^,^)  coïncidant  avec  X,  Y, 
on  peut  remplacer  G'  parlog-5  et  l'on  a 


I  (hl 


^  —  h' 
a  arc  taijfr- ; 


ou 


En  transformant  cette  intégrale,  on  trouve,  par  un  calcul 
analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  tout  à  l'heure, 

^r  TT       r^  Y-  6 

Yj  =  Ux  /  a  arc  tang-^ ;• 

^  A.  CL 

L'intégrale  est  l'angle  sous  lequel  on  voit  de  X,  Y  l'arc  S,  ;  elle 
est  donc  égale  à  — tt  si  le  point  X,  Y  est  ordinaire  et  à  a  s'il 
est  anguleux;  ainsi,  en  général,  V4  =:  —  tiUx,  par  suite  à  la 
limite 


-J-' 


^5  =  P  — ttUk. 
du 


De  cette  formule,  de  (i)  et  (2)  on  lire,  pour  ^  =  X,  j^  =  Y, 

ce  qui  démontre  le  principe  de  Dirichlet. 

Il  est  bien  difficile  de  dire  à  qui  nous  devons  la  démonstra- 
tion du  principe  de  Dirichlet,  un  grand  nombre  de  géomètres 
ayant  apporté  des  éléments  à  cette  démonstration.  La  démon- 
stration que  nous  venons  de  présenter  est  en  grande  partie 
extraite  de  l'Ouvrage  de  M.  Harnack  :  Die  Griindlage  der 
Théorie  des  logarithmischen  Potentiales,  qui  a  réellement 
achevé  la  démonstration. 

XII.  —  Complément  des  théories  précédentes. 

On  peut  donner  plus  d'extension  au  principe  de  Dirichlet; 
ainsi  : 

Il  existe  une  et  une  seule  fonction  harmonique  à  Vinté- 
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rieur  fV une  aire  limitée  par  plusieurs  contours  {polya- 
(leljjhe)  et  prenant  des  valeurs  déterminées  sur  les  contours 
limitateurs  {pour^ni  que  ces  valeurs  niaient  qu'un  nombre 
limité  de  disco/itinuités  ou  de  niaxima  et  de  minima,  et 
ne  dcK'iennent  pas  infinies). 

Considérons,  par  exemple,  Taire  ci-conlre  limitée  par  un 
contour  aAyy* extérieur  et  deux  contours  intérieurs  6c<f,  ghi\ 
on  la  transformera  en  une  aire  à  un  seul  contour  (monadelphe) 
au   moyen  de  deux  coupures   ab  ^l /g,  le  contour  unique 

Fis:.  I. 


sera  abcdaefgliifjka.  La  fonction  w,  harmonique  dans  la 
nouvelle  aire,  prenant  sur  l'ancien  contour  la  valeur  U  et 
sur  les  coupures  a6,  ^/la  valeur  \^,  que  nous  laisserons  indé- 
terminée pour  un  instant,  sera  donnée  par  la  formule 


dn  ^r  dn  J 

\  — log-  -—  las. 

On  ^  r  on 


formule  dans  laquelle  y  désigne  toujours  la  distance  du  point 
œ^y  à  l'élément  ds  et  dans  laquelle  la  première  intégrale  est 
relative  au  contour  primitif,  et  la  seconde  aux  coupures. 

Mais  la  fonction    V   étant   arbitraire,   on  peut   supposer 
qu'elle  prend  des  valeurs  égales  sur  les  deux  bords  de  chaque 

coupure,  ainsi  que  le  rapport  —  ;  il  reste  alors 


(i)  2TZU  =   f    \  V  — ; — '-  —  loof-  —   ) ds. 

°  r  On    ' 
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Telle  est  l'expression  de  la  fonction  harmonique  dans  l'aire 
donnée  et  prenant  la  valeur  U  sur  les  limites  de  cette  aire.  En 
réalité,  la  fonction  V  n'est  pas  arbitraire,  parce  que  u  doit  être 
continu  ;  mais  elle  n'a  heureusement  pas  besoin  d'être  connue, 
puisqu'elle  disparaît;  sa  valeur  peut  d'ailleurs  être  censée 
tirée  de  (i). 

Nous  ferons  observer  encore  que  le  principe  de  Dirichlet 
se  trouve  établi  pour  des  aires  quelconques  situées  sur  des 
surfaces  de  Riemann;  car,  dans  la  représentation  conforme 
d'un  polygone  sur  un  demi-plan,  nous  n'avons  pas  supposé 
explicitement  que  les  aires  balayées  par  un  côté  du  polygone 
donné  pour  passer  sur  le  côté  suivant  n'avaient  pas  déjà  été 
balayées  par  les  côtés  précédents. 


XIII.  —  Conséquences  du  principe  de  Dirichlet. 

Théorème  I.  —  Une  fonction  X  -i-  Yy/—  i  synectique  de 
X  -\-  y\ —  i,  à  V  intérieur  dUine  aire  A  limitée  par  un  seul 
contour,  est  bien  déterminée  cjuand  on  se  donne  la  partie 
réelle  X  sur  le  contour  de  l'aire  A  et  la  valeur  du  coeffi- 
cient Y  de  \  —  1  en  un  point  intérieur  Xq,  y^  de  l'aire. 


En  effet,  on  a  (t.  III,  p.  228) 

si  l'on  différentie  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à 
x^  la  seconde  par  rapport  à  jk,  et  si  l'on  ajoute  les  résultats,  on 
f,rouve 

/      .  t^^X  f)2X 

(2)  ----f--— -z=o         ou         A2X  =  o; 

dx^         dy^ 

on  aurait  de  même  Ao  Y  =  o.  Les  fonctions  X  et  Y  sont  donc 
harmoniques  dans  l'aire  A.  Or,  d'après  le  principe  de  Diri- 
chlet, il  existe  une  et  une  seule  fonction  X  harmonique  dans 
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Taire  A,  prenant  sur  le  contour  de  cette  aire  des  valeurs 
données  (comme  il  a  été  expliqué);  X  étant  déterminé,  les 

('■(juiitlons  (i)  montrent  que 

a\  —  --'  dx  ~r-   .     ay  — dx  —     -    dy. 

ôx  ôy     "^  ôy  dx     "^ 

Intégrant  la  différentielle  exacte  [en  vertu  de  (i)] 

—   ,  -  dx  -f-  -,  -  dy, 
dy  dx     *^ 

on  aura  Y  à  une  constante  près,  qui  sera  déterminée,  si  l'on 
se  donne  la  valeur  de  \  pour  une  valeur  particulière  de 
X  -  ]  ^  -  1  ou  si  Ton  se  donne  Y  pour  x  =  Xq^  y  =J>'o  \  X 
et  \  ainsi  déterminés,  X  4-  Y\  —  i  sera  une  fonction  svnec- 
tique  de  ^ -i-y  y  —  i  dans  l'aire  A,  X  prendra  des  valeurs 
données  sur  le  contour  de  A,  Y  prendra  une  valeur  donnée 
en  un  point  donné  de  cette  aire. 

Théorème  II.  —  //  existe  une  et  une  seule  fonction 
X-^Y^— I,  nionodrome  et  nionogène  dans  une  aire  A 
limitée  par  un  contour  simple,  dont  la  partie  réelle  X 
prend  des  valeurs  données  sur  le  contour,  dont  le  coeffi- 
cient de  \  ~  I  prend  une  valeur  donnée  en  un  point  donné 
de  l'aire  A  et  qui  admet  en  des  points  donnés  de  V aire  A 
des  discontinuités  données. 

Soient  a,,  «o,  .  . ,  a,i  les  points  critiques  de  la  fonction, 
donnés  par  hypothèse  dans  Taire  A;  nous  nous  donnerons  les 
discontinuités  de  la  fonction  en  a, ,  «o;  ...,««  en  disant,  par 

exemple,  queX  +  Y\  ^-  [-^'- -^  — ^^-j,  -i- ...]  n'est 

plus  ni  infini  ni  indéterminé  en  «/;  A/,,  Ai2,  •  •  -  désignant 
des  constantes  en  nombre  fini  ou  infini. 
La  fonction 


X 


,^\^x  -  ai       {x-UiV-  J 


28o  CHAPITRE    VII. 

sera  alors  sjnectique  dans  l'aire  A  et  bien  déterminée, 
puisque,  X  prenant  des  valeurs  données  sur  le  contour  de  A, 
sa  partie  réelle  prendra  aussi  sur  ce  contour  des  valeurs  bien 
déterminées  et  que  le  coefficient  de  y/ —  i  sera  donné  en  un 
point  de  l'aire  ;  X  +  Y  y/ —  i  sera  donc  lui-même  bien  déter- 
miné. 
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CHAPITRE  VIII. 

VARIATION  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


SI  m 
i 


I.  —  Préliminaires. 

Nous  avons  vu  que  la  recherche  des  maxima  des  intégrales 
pies  était  hérissée  de  difficultés.  Celle  des  maxima  des 
ntégrales  multiples  est  encore  bien  plus  compliquée,  vu 
ju'elle  conduit  à  l'intégration  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles d'ordre  supérieur. 

Pour  étudier  les  variations  que  subit  une  intégrale  multiple 
quand  on  change  la  forme  des  fonctions  soumises  à  l'intégra- 
tion, nous  supposerons  que  les  fonctions  des  variables  d'in- 
tégration contiennent,  outre  ces  variables,  des  paramètres  a,, 
ao,  ...  dont  les  accroissements  produiront  les  changements 
de  forme  des  fonctions  en  question  et,  par  suite,  les  variations 
de  l'intégrale  proposée. 

Les  diflerentielles  totales  relatives  aux  paramètres  aj. 
ao,  ...  seront  représentées  par  la  caractéristique  o  et  porte- 
ront le  nom  de  variations;  les  différentielles  relatives  aux 
variables  d'intégration  seront  toujours  représentées  avec  la 
caractéristique  d. 

L'étude  préalable  que  nous  allons  entreprendre  doit  être 
considérée  comme  la  recherche  de  l'expression  de  la  diffé- 
rentielle d'une  intégrale  multiple;  pour  y  parvenir,  nous 
allons  résoudre  successivement  plusieurs  questions. 

IL  —  Différentiation  sous  le  signe   /. 
Pour  différentier  par  rapport  aux  paramètres  a  une  inté- 
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grale,  on  observe  que,  F  désignant  une  fonction  de  ^,JK,  :-,  . 
a, ,  a^.  .  .  . ,  on  a 

ô   /      Fdx=j     Fox—   f     ùFdx: 
par  suite 

f         /       F  dx  dy  ~\      0x1      F  dy  —    /       dxoj       F  dy 


ou 


0    f   '    r^'Fdxdy  =-        ô^   T  *  F  d>  —   T    '^5;/     F 


ri 


f         /      BFdxdy; 


F^^ 


on  a  de  même 

/        j      Fdx  dy  dz  =  j     ox  /      F  f/7  f/^ 

-4-    /      <f ^   /      dy  I     F  oz 

f         /        /      oF  dxdydz 

et  ainsi  de  suite. 

Une  expression,  telle  que 

/: 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

/' 


F, 

•Xo 


-,-  dx 

ox 
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on  aura  donc 

--  dx 

ôx 


0  -—  dx 

OX 


i 


En  général,  une  expression  contenant  des  signes  d'intégra- 
tion et  de  substitution  mélangés  pourra  se  remplacer  par  une 
intégrale  multiple,  que  l'on  saura  par  suite  difierentier  par 
rapport  aux  paramètres  a. 


III.  —  Intégration  par  parties. 
L'expression 

Jf         /        /      u  -—  dx  dy  dz 


peut  être  transformée  de  manière  que  p  n'y  figure  plus  par 
sa  dérivée;  en  effet,  on  a 


dx 


j        I      uv  dy  dz 
=  1      -7 -    /      uvdz—   I      dy  I     in> -^  -7-    I        1       -—-  dy  dz; 

1      u  —-  dy  dz,  on  a 
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et  en  intégrant  de  Xq  à  Xi 


I         I        I      u  —-  dx  dy  dz  =  \        1        I      uv  dy  dz 

J.-r.     Jy.     Â.  "^  /,.    4-.     J^. 

r^'      r''^   /''     àz 

-h   f       dx  \      dy  I     iw  — 

-0 


IV.  —  Variation  d'une  intégrale  double. 
Nous  supposerons  qu'il  s'agisse  de  faire  varier  l'intégrale 
u—   j         j      F(x,  y,  z,  p,  q,  r,  s.  t)dx  dy. 

F  désignant  une  fonction  de  la  fonction  z  de  x  et  y  et  p,  q^ 

.    I,   .  dz     dz     d^z      d^-z      d^z     ^t 


/    ,    o  5     t-    v^v^oxg  ixaxj  1/  —.       •) 

dy'  dx-^ 

ôx 

éy     dy^ 

^UU3    ICI  Ull 

^^-X 

^-^' 

!-• 

^^-z 

d^-^' 

dp 

dq  ~^' 

?-«■ 

^^-s 

^-^' 

nous  aurons  alors 

ou  —  j     ùx  j      F  dy^   j       dx  I     F  S/ 

-f-   r       r    o?^dy(Zo^4-P8;?-4-Qo^-vRor-+-So*-i-Ton. 
Si  l'on  intègre  alors  par  parties  une  fois  les  termes  en  op  et 
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Zq,  deux  fois  les  termes  en  o/-,  os,  o/,  on  trouve 

dy\dx)         Ox        Oy\    ^    ^ 

-rr[«(i)'-^ï-]f* 

—   I       I     F  oy  dx  -r-  j       j      F  ox  dy 


/     /      V  dx 


S-R&Uz. 


La  variation  d'une  intégrale  triple  contenant  les  dérivées 
secondes  d'une  fonction  u  de  ^,  y,  z  est  extrêmement  com- 
pliquée. 

V.  —  Maxima  et  minima  des  intégrales  multiples. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  suffît  pour  montrer  que  la 
variation  d'une  intégrale  multiple  portant  sur  une  fonction  F 
de  u,  (^,  iv,  .  .  .,  fonctions  des  variables  x^y,  z,  ...  de  ces 
variables  elles-mêmes  et  des  dérivées  de  u^  v,  w^  .  .  . ,  se  com- 
posera : 

i^  D'une  intégrale  sans  signes  de  substitution  ne  conte- 
nant que  les  variations  ùu,  ov,  ùw,  .  •  . ,  sous  forme  linéaire; 

2^  D'intégrales  mêlées  à  des  signes  de  substitution  conte- 
nant les  variations  ôw,  ov^  ...,  et  \  av^  (\'rivées,  avec  les 
valeurs  de  Zx,  8y,  .... 

Aux  limites  les  coefficients  de  ou^  o^^,  .  . . ,  dans  la  pre- 
mière intégrale  seront  nuls  si  l'on  veut  que  la  variation  de 
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l'intégrale  soit  nulle;  sans  quoi,  comme  ou,  8p,  ..-,  sont 
arbitraires,  on  pourrait  les  choisir  de  signes  contraires  ou  de 
mêmes  signes  que  leurs  multiplicateurs,  annuler  leurs  valeurs 
auK  limites,  ainsi  que  les  autres  variations,  et  donner  par  suite 
à  la  variation  de  l'intégrale  une  valeur  différente  de  zéro. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  rendre  une  intégrale  multiple 
maxima  ou  minima,  comme  on  doit  évidemment  annuler  sa 
variation,  il  faudra  d'abord  annuler  les  coefficients  de  8w, 
ov,  .  . . ,  dans  l'intégrale  qui  ne  contient  pas  de  substitutions, 
et  annuler  ensuite  tous  les  coefficients  des  variations  arbi- 
traires. 

Pour  faire  comprendre  l'esprit  de  cette  méthode,  dont  le 
principe  est  dû  à  Sarrus  [Recherches  sur  le  calcul  des 
variations  {Mémoires  des  savants  étrangers,  t.  X,  1848]; 
nous  en  ferons  quelques  applications. 


VI.  —  Surface  à  aire  minima. 

Problème.  —  De  toutes  les  surfaces  cjue  l'on  peut  faire 
passer  par  un  contour  donné,  trouver  celle  dont  Vaire  est 
la  plus  petite. 

L'intégrale  à  rendre  minima,  en  appelant  z  l'ordonnée  de 
la  surface,  x^  y  ses  deux  autres  coordonnées  et  en  posant, 
conformément  à  l'usage, 


dz  dz 

P  = 

est  ici 


dx  ^^        dy 


'-ff^ 


I  -T-p'^  ~r-  ^2  dx  dy, 


et,  le  contour  par  lequel  doit  passer  la  surface  étant  donné, 
on  aura  simplement  à  appliquer  la  formule  (p.  280) 
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ce  qui  donnera 


f  fi^ ^^ 


oc  .//w/i 


par  suite,  l'cquallun  dillércntielle  de  la  surface  cherchée,  sera 
à  p  d  a 

OU  encore 

(  -2)  (l  —  p^)t  —  ipqs  —  d--  q-)7'  ^-  o. 

Si  l'on  se  reporte  à  Féquation  aux  rayons  de  courbure  princi- 
paux, on  voit  que  la  surface  à  aire  minima  a  ses  deux 
rayons  de  courbure  égaux  et  de  signes  contraires.  Nous 
allons  essayer  d'intégrer  l'équation  (i)  :  pour  trouver  l'équa- 
tion de  la  surface  minima  en  termes  finis,  on  observe  que 
l'équation  (i)  exprime  que 

_  1 
{p  dy  —  q  dx){\  —  p'*- —  q'')    "^ 

est  une  difierentielle  exacte  que  nous  appellerons  du.  Nous 
ferons  alors 

/     ,  p  dv  —  7  dx 

\  du  =  — — ' —    , 

(3)  ;  ^i^p^^qz 

(   dz  —-  p  dx  -r-  q  dy\ 

supposons  que  par  l'origine  on  mène  une  parallèle  à  la  nor- 
male, sa  longitude  étant  'l  et  sa  colatitude  B;  on  aura 

1 


p{i—p'--^q-)   2  =r  costl»  sinO, 

_i 
^(i-T-/?2-f- ^2)    2  _  sin»^  sinO, 

{1 -r- p^ -T~  q^ )"  ^  =^  cosO, 

et  les  formules  (3;  deviendront 

du  —  sinO(cos(|»  dy  —  sim]/  dx), 
dz  =  ian^^(cos^  dx -^  sin'};)  dy). 
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OU  encore 
2  dit 


tangO 

En  prenant  alors  \z=  x  ^ y  y  —  i ,  ^'  =  ^  — y  y  —  i ,  ces  for- 
mules se  simplifient  et  donnent 


sinô 

2  «?3 


^^^e-^'^-^+^^'e^ 


V/.-i 


lang6 
Nous  poserons 

Y)  =  tang|ee^V-î^         r/ =  tangue  e-'l'V^T,         rjr/=  tang^O: 
ces  formules  deviendront  alors 

du\J — 1(1-^  i^r/)  ==-/]'<:/;  — Y]  <:/^', 

et  en  posant 


X^  —  z  -\-  a  y/ —  I ,  C  =  -2  —  u  y/—  i , 

on  aura 

dX^  —  r;f\dt  -  27)' f/^  , 
o?^'  —  r^fi  dX,  ---  2  7]  <:/^'  ; 

on  tire  de  là 

(4)  ' 

(ii  et  <^ç'  devant  être  des  différentielles  exactes,  on  a 

^  ^ ;n_         ^L  :^ a 

ou 

()y]  _    1     dr^'  dt]'  _    ï    ài] 
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on  en  tire 

di]  dri'  _       I       dr,  dr/ 

Comme  r,7/  =  tang--  9,  qui  n'est  pas  égal  à  un,  on  a  —  =  o; 
donc  r,  est  fonction  de  Ç^  et  r/est  fonction  de  r,.  Ainsi 

Ç  =  2/'(r/),  r-2/(-0; 

on  tire  de  là 

(5)  ^-/(^i)+/'(V), 

puis  (4)  devient 

dx  -\-  dy  >J  —  ï  —  —,  ~—,  dr,  —  r.  -f-  <ir  , 
r/  rfï)  *  dT^       " 

^27  -  t/j  v/^  =-   %   dt,-  r/  4^'  rfr/, 
•^  ^  r,    c/t]        '         '    dr^       '  ' 


OU  bien 


(6) 


Les  formules  (5)  et  (6)  font  connaître  x,  y^  z  au  moyen 

A  A 

des  deux  paramètres  r,  =  tang- e'V~<  et  r/=  tang- e~T'^^~^. 

Si  l'on  suppose  —;  z=za'  ^~  ^  a,  a  et  a'  désignant  des  con- 
stantes, on  aura 

z  =  ai]  -+-  a'r/ -+-  consl., 


Q.X  =  a'  l  logr/ —]^a(  logr,  —  -^  |  -hconst., 


2 


V^ — I  iy  =z  a'(  logr/-!-  -^  j  —  a(  logYj  4-  —  j -h  const. 

On  peut  choisir  nulles  les  constantes  d'intégration,  cela  ne 
fait  que  transformer  les  coordonnées. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  VI.  19 
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On  obtient  une  solution  plus  intéressante  en  prenant 

/('o  )  =  «  log-^i ,      f'{'^i)=  «'log  ^/  ; 

alors 

z  =  a  logY]  +  a'iogr/, 

a'        a         ,    , 
237  = ; ar,  —  ar^, 

/ a'        a  ,    , 

Remplaçons  r,  par  tang-  e'^^~\  r/  par  tang-  e~'^^  et  a  par 
a  +  p  y/  —  1 5  a'  par  a  —  ^  y/ —  i  ;  nous  aurons 

z  =  ^alogtang i^'^i, 


(7)  y  37  =  —  a  cot-  cost^-^  P  cot-  siw^i  —  a  tang- cos(|;  -+-  |3tang-  sin6, 
222  2 

y  =  —  acot-sinj;  H-  3  cot-cos'L  —  a  tang-  sintL  -{-  3  tan"--  cos'i;. 

y  2''  2^  ''2^'*2* 

Prenons  [^  =  o  :  on  aura 


z  =  2alogtang-, 

,  /         0  0 

(8)  \  X  =  —  a  cos6  I  tang-  h-  cot  - 

0\ 


par  suite 


y  —  —  a  sin-M  tang-  -+-  cot-  ); 

/         0  0  \  2 

^2_|_j^2  —  a2/ tang-  H-  cot-  1 

et,  en  éliminant  9, 

^2  _!_  j2  =  0,2  (^gi^  +  e~2^  j  , 

c'est  l'équation  d'une  surface  de  révolution  qui  a  pour  méri- 
dien 


VARIATION     DES    INTÉGRALES     MULTIPLES.  291 

Ainsi,  parmi  les  surfaces  à  aire  minima  on  trouve  la 
caténoide  ou  suif  ace  engendrée  par  la  révolution  d^ine 
chaînette  autour  de  sa  base. 

Si  dans  (^)  on  fait  a  =  o,  on  trouve  des  expressions  de  la 
forme  suivante  pour  x^y^  z  : 

z  =  m^, 

X  —  rcos(t]>  — /?), 

y  =  /•sin(t|;  — /?); 

/■  et/>  désignant  des  constantes,  on  peut  prendre  /?  :=  o,  ce  qui 
revient  à  faire  tourner  l'axe  désuet  l'axe  des  j^  d'un  angle  ^; 
l'élimination  de  r  et  de  ^  donne  alors 

Y 

z  =  m  arc  tan  <r  -- 

"  X 

ou  en  coordonnées  semi-polaires  ^  =  7720).  C'est  l'équation 
de  l'hélicoïde  gauche  ou  surface  de  la  vis  à  filet  carré. 

On  a  beaucoup  écrit  sur  les  surfaces  à  aire  minima,  et 
l'intégration  de  leur  équation  a  exercé  la  sagacité  d'un  grand 
nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  nous  citerons  :  Monge 
(Géométrie  analytique)  qui  paraît  être  le  premier  qui  se  soit 
occupé  de  la  question;  sa  solution  a  une  forme  symbolique 
qui  la  rend  impropre  aux  applications;  M.  O.  Bonnet  qui  a 
donné  une  méthode  analogue  à  celle  que  nous  venons  de  déve- 
lopper, plus  directe  peut-être,  mais  moins  simple;  Riemann, 
MM.  Catalan,  Sophus  Lie,  Enneper,  J.  Serret,  etc.;  enfin, 
récemment,  M.  Ribaucour  a  publié,  sur  le  sujet  qui  nous 
occupe,  un  Mémoire  étendu  couronné  par  l'Académie  de  Bel- 
gique, et  sur  lequel  nous  aurons  l'occasion  de  revenir.  Nous 
donnerons  dans  le  tome  VII  une  autre  méthode  pour  parvenir 
à  l'équation  de  la  surface  minima,  qui  nous  permettra  de 
trouver  toutes  les  surfaces  minima  algébriques. 

M.  Michael  Roberts  (t.  XV  du  Journal  de  Liouville) 
donne  les  équations  suivantes  pour  les  équations  d'une  sur- 
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face  minima  : 

X  sj —  1  =  COSX  -i-  COS  [X, 

k'y  y/ — I  =  sin  X  -f-  sin  [a, 

k z  =   //i  — X2sin2X  dl-^  1  y/i  — /t-cos2|ji  (^[jl. 

Ces  formules  se  réduisent  facilement  aux  fonctions  ellip- 
tiques, et,  si  Ton  pose  sinX=  sn?^,  sin  p.  =  snp,  on  a 


VII.  —  Surface  minima  limitant  un  volume  donné. 

La  recherche  de  la  surface  minima  limitant  un  volume 
donné  revient  à  la  recherche  du  minimum  de  l'intégrale 

sachant  que 

f  I  z  dx  dy 

est  constant,  ou  bien  au  minimum  absolu  de 

(i)  w=  j  j{\/i-hp''-i-q'--hlz)dxdy. 

Faisons  varier  cette  intésrrale  :  nous  aurons 


'&• 


8„=       r  r  A  -  f  —^ f  -_1 ]  s.  cl.  dr 

F  désignant  pour  abréger  la  quantité  placée  sous  le  signe 
d'intégration  dans  (i). 
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Quelles  que  soient  les  conditions  aux  limites,  l'équation 


différentielle  de  la  surface  mininia  sera 
d  D  d 


àx  ^p%^qi_r^         Oy  ^pi^fj^Z:^^ 


\  désignant  une  constante;  cette  équation  peut  s'écrire 

elle  exprime  que  la  courbure  moyenne  de  la  surface  cherchée 
est  constante  :  son  intégration  complète  n'a  pas  encore  été 
effectuée. 

VIII.  —  Principe  de  Dirichlet. 

Si  l'on  admet,  avec  Dirichlet  et  avec  Riemann,  qu'il  existe 
une  fonction  u  capable  de  rendre  l'intégrale 


(I) 


-///[(£)■*  (g)'*  (S)']-"*- 


minima,  cette  intégrale  étant  prise  à  l'intérieur  d'un  volume 
donné  W,  et  de  prendre  sur  la  surface  qui  limite  ce  volume 
des  valeurs  données,  tout  en  restant  finie  ainsi  que  ses  déri- 
vées à  l'intérieur  de  W,  il  est  facile  de  prouver  que  cette 
fonction  est  harmonique  (p.  256),  c'est-à-dire  qu'elle  satisfait 
à  l'équation  , 

d'^ii       d'^u        (Pu 

-r— :   -î ! —T    =0  OU  AoU  =  O. 

àx-^        Oy-        ùz-^  ^ 

En  effet  de  (i)  on  tire 

r  r  r  f  àic  ^  du        du  ^  du        du  ^  du\    j      .     , 
JJj    \àx     dx       Oy     dy       dz      dz  )         -^ 

et,  en  intégrant  par  parties  en  observant  que  ùu  =  o  à  la 
surface, 

I 


-  0' 
2 


et  le  minimum  aura  bien  lieu  pour  AoW  =  o. 
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Le  principe  de  Diriclilet  admis,  il  en  résulte  qii  il  existe 
une  fonction  harmonique  à  U intérieur  d^un  volume  donné 
prenant  sur  la  surface  qui  limite  ce  volume  des  valeurs 
données. 

Il  n'en  existe  qu'une.  En  effet,  s'il  en  existait  deux,  on 
])Ourrait  les  représenter  par  u  et  par  u  +  tù.,  et  il  est  clair 
que  Ton  aurait 

Ao  i«  =  o,  A2(  a -I-  O))  =:  O,  A2CO  =  o, 

et  oj  serait  nul  sur  la  surface  limitant  le  volume  donné  ^\  . 
Ceci  posé,  le  théorème  de  Green  démontré  (t.  III,  p.  189) 
donne 


/// 


=//*"  S  '^^  '''  ^JJ'"  %  ^-^  ^^  ^//•■'  T.  ^^  ''y 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  nul,  to  est  nul  sur  la 
surface  qui  limite  W;  on  a  donc 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

diii        ÔM        doj 

dx  ~  dy        dz  ~    ^ 

OU  que  si  to  est  constant.  Or  il  est  nul  sur  la  surface  qui 
limite  W;  donc  il  est  identiquement  .nul  et  u  est  la  seule 
fonction  harmonique  dans  l'intérieur  de  W,  prenant  des 
valeurs  données  sur  la  surface  qui  litnite  ce  volume. 

IX.  —  Application  du  principe  de  Dirichlet. 

Le  principe  de  Dirichlet  a  de  nombreuses  applications  à 
la  Physique  mathématique  :  nous  indiquerons  seulement  ici 
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une  seule  application  relative  au  changement  de  variables. 
Supposons  que  l'on  désire  substituer  dans  l'équation 

d'^u        ô'-ic        à^ii 

aux  variables  ^,  jk,  ^  de  nouvelles  variables  a,  ^3,  y  :  on  obser- 
vera que  (i)  exprime  que  l'intégrale 


(2) 


c  /   /   l  ^lU  dx  dy  dz, 


où  A,  ?/  =  (  — j  -i-  (y-  )  +(73  )   ^^^  nulle;  alors,  au  lieu  de 

faire  le  changement  de  variable  dans  Ao?^,  on  le  fera  dans 
A,  u  et  l'on  exprimera  que  l'intégrale  (2)  est  nulle,  en  faisant 
usage  des  nouvelles  variables. 

Le  calcul  est  fort  simple  quand  on  a,  entre  les  anciennes 
et  les  nouvelles  variables,  les  relations 


doL  d^        da  d'^ 

^  dt  d'^ 

dx  dx        dy  dy 

^  dz  dz~ 

(3)  y  ^^^.^i_H^^  =  o 
^    '  ^  dx  dx  '^  dy  dy  '^  dz  dz         ' 

^Y   à(x        d^  doc        dy  doc  _ 
dx  dx    '    dy  dy    '    dz  dz 

et,  par  suite. 

Si  l'on  pose  alors 

d{x,y,  z) 

l'expression  (2)  devient 

en  l'égalant  à  zéro  et  en  effectuant  l'opération  ô,  on  trouve 

à   /.        r^àu\         d    /  ^    ^  ^àu\         d  (  ^        T^àu\ 

(4)  ^^(a,o..d^)^^(a.?.d^)+^(a„.D^J  =  o. 
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Si,  par  exemple,  le  changement  de  variables  consiste  en  une 
transformation  de  coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées 
polaires  et  si  l'on  a 

iP  =  r  sinô  cos(|/,        j^  =  r  sinO  sirnj;,         z  =  rcos8, 

on  a 

D  =  r2sinO, 

et  la  formule  (4)  devient 


d  /  ,   .    „  du\        à 


OU 


,  d^-u  du        d^-u  ^  du  i       d^-  a 


X.  —  Sur  les  fonctions  sphériques. 

La  fonction  u  =:[{x  —  x'y -\- {y —/y- -h  {z— zy-]"' 
satisfait,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  à  l'équation  Ao  ?^  =  o  ; 
la  vérification  de  ce  fait  ne  présente  aucune  difficulté.  Si  l'on 
pose 

07  =  r  sinO  costj;,  j^  = /- sin6  sin<|;,  x;  =  rcos6, 

a?' = /''sin6'cos4'',        y  =  r'  sin%'  sin^,         ^'=r'cos6', 


on  aura 

(1)    u  —  [r2  —  2rr'(cosô  cos6'-i-  sin6  sinO'cos^'  —  ^')  +  '''^J 


et  u  satisfera  à  l'équation  (a)  du  paragraphe  précédent,  à 
savoir 

,    .  ^  d-^u  da       d'^u  .  du  i       d'^u 

et  la  fonction  u  tirée  de  (i)  satisfera  à  l'équation  (2).  Suppo- 
sons 7^=1,  r'-<i;  u  se  développera  en  série  convergente 
comme  il  suit  : 

(3)  i^  =  Po  +  Pir'-i-  P2/-'2  4-.  .  .-f-  P,„r''«  +. . ., 
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P,i  désignant  ce  que  devient  le  polynôme  X,^  de  Legendre 
(t.  V,  p.  187)  quand  on  y  remplace  œ  par 

cosO  cosO'-h  sinO  sinO'cos(^j^  —  ^J;'). 

Tirant  u  de  (3)  pour  le  porter  dans  (2),  en  observant  que  le 
coefiicient  de  r'^  doit  être  nul  dans  la  résultante,  on  a 

P;,i  est  une  fonction  entière  de  sinOcos'i;,  sinBsind»  et  cosô; 
mais  ce  n'est  pas  la  seule  fonction  entière  de  ces  quantités 
satisfaisant  à  l'équation 

(3)  -TTrr-  -T-COSQ  -j^-  -I-      .     _  ,    — — -  4-  m(/?l-i-l)U   =  O. 

On  appelle /oAic^iO/z  sphérique  du  degré  m  toute  fonction 
homogène,  entière  et  de  degré  m  des  quantités 

cosO,  sin6  cos^l,  sinO  sin'l» 

satisfaisant  à  l'équation  (5).  P„i  est  une  fonction  sphérique 
du  degré  m. 

IL  existe  2  m  -h  i  fonctions  sphériques  distinctes  de  de- 
gré m.  En  effet,  une  fonction  sphérique  de  degré  m  est  une 
fonction  homogène  de  x.y^  z,  dans  laquelle  on  suppose  r=:  i , 
et  qui  satisfait  à  AoZ/  =  o.  Si  l'on  écrit  qu'une  fonction  sem- 
blable satisfait  à  Ao  ^^  ^^  o,  on  aura  à  égaler  à  zéro  les  coefQ- 
cients  d'une  fonction  homogène  de  degré  m  —  2,  ce  qui  don- 

(m  —  \)77i  ,          .                     (tu  —  i)(m  —  1)         cr   '      .       1 
nera —  équations  entre  ^ ^ coeihcients;  la 

fonction  sphérique  ne  contiendra  donc  plus  que 

—  (m  —  1) m  -T- ( /?i  -4-  i) ( m  -h  1) 

— ^ i ^ i 3=  2  /?i  —  I 

2 

coefficients  arbitraires.  Il  est  bon  d'observer  que,  si 
satisfait  à  AoU^^o  et  (a  sinO  cos'J> -h  ^  sin  9  sin 'i; -f- cosO)"^ 
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est  une  fonction  sphérique  du  degré  m.  Une  somme  de  2  /?2  +  i 
semblables  fonctions  sera  la  fonction  sphérique  la  plus  géné- 
rale. 

XL  —  Propriétés  des  fonctions  sphériques. 

Rappelons  que  le  théorème  de  Green  (t.  III,  p.  189)  con- 
duit à  la  formule 

r     r  r  n  àv  du        dv  du        dv  du\   ,     ,     , 

\       ^iS"  ê  ^-^  ""'  -^Sf"  %  ''"  '^'  ^SI"  tî  ^"  ^■''' 

si  l'on  a  Ag  ^^  =  o.  L'intégrale  triple  est  relative  à  un  volume  W 
limité  par  une  surface  S  et  les  intégrales  doubles  sont  rela- 
tives à  cette  surface  S  ;  la  fonction  v  est  d'ailleurs  quelconque 
{^u  et  v^  bien  entendu,  sont  finies  et  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  premières  et  secondes  dans  le  volume  W). 

Désignons  par  a,  p,  y  les  angles  que  la  normale  extérieure 
à  la  surface  S  en  x^  y,  z  fait  avec  les  axes  de  coordonnées. 
Soit  dn  un  déplacement  effectué  dans  le  sens  de  celte  nor- 
male ;  on  aura 

du  du  du         ^        du  du  du 

-— cosa=— ,         — -cos3=— ,         -— cosY=— -, 
dn  dx  dn  dy  dn         *        dz 

et,  en  appelant  dS  l'élément  de  surface  S, 

dz  dy  =  dS  cosa,         dx  dz  =  <^S  cos^,         dy  dx  ^=^  dS  cosy, 

la  formule  (a)  pourra  alors  s'écrire 

//^  rrri^^^^    d^  du    dv  du\  ^  ,  ,     r  r  ^^  ^^i 

et  l'intégrale  double  devra  être  étendue  à  toute  la  surface  S 
qui  limite  le  volume  W. 

Appliquons  maintenant  la  formule  (5)  en  prenant  pour 
surface  S  une  sphère  de  rayon  /-contenant  dans  son  intérieur 
le  point  (^',  y,  z')  et  soit 
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\  ni  (It'.signant  une  fonction  sphérique  d'ordre  m  ;  nous  aurons 


du       du 
On        Or 


D'un  autre  colé,  soit 

(;  =  [r2  —  2  rr' (cosO  cosO'  -\-  sinO  sinO'cosvJ;  —  4^  )"^  ^  "J    ' 


=  ;Po+^p.H---+^i''"+---; 

donc 

dv        dv             Po         2                            (m +!)/'''« 
d/i  ~  c)r  ""        r-         r^         1       •  •  •              ^.^/^^i 

P 

la  formule  (6),  en  observant  que 

dS  =  r''s\n^d^d^, 

devient  alors 

Jo      ^0      L          r            '             r^ 

/'/«-t-l 


'''«  P//^  4- . .  .  I  Y,„  r'«+i  sin  6  d/0  c^t^^  =  4  -  r''"  \'„ 


Y^,^  désignant  ce  que  devient  Y  en  x'y' z'.  En  supposant  r  =  i 
et  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de /-' dans 
les  deux  membres,  on  trouve  les  deux  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  Y,„,  à  savoir 


(EO) 


''Pm'Y,„sin6rfÔ6/'i;  ==0. 


(II)  C       f    P,„  Y„,  sin  6  d^  dh  =       ^2-     '^'"^  ' 

et,  en  particulier,  en  prenant  Ym=  P/«  et  en  observant  que 
P„,  =  I  pour  X  =  x\  y  =y\  z  =  z\ 


f       f    P,n'P,nSm^d(id^  =  I 


o  pour  m'^  m 
4- 


im-r-i 


pour  m  =  m. 
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XII.  —  Développement  en  série  de  fonctions  sphériques. 

Si  une  fonction  /(B,   d»)  est  développabie   en   une  suite 
limitée  ou  illimitée  de  fonctions  sphériques,  on  aura 

/(0,^)=:Yo  +  Yi  +  . ..+  ¥,  +  ...; 

si  nous  multiplions  les  deux  membres  de  cette  formule  par 
P„  sin8  d^  d'il  et  si  nous  intégrons  de  o  à  t:  par  rapport  à  Q  de 
o  à  27t  par  rapport  à  'h,  nous  aurons,  en  vertu  de  (lo)  et  (i  i), 

d'où,  en  changeant  9  en  ô',  'h  en  'V  et  vice  versa, 

Quant  à  V,i  il  est  évidemment  symétrique  en  9,  9'  et  'i>,  '}'. 
Ainsi,  quand/(9,  à)  est  développabie  en  une  suite  de  fonctions 
sphériques,  il  ne  l'est  que  d'une  seule  manière. 
Si,  dans  la  formule 


démontrée  p.  197,  t.  V,  on  fait  x  =  cosy,  et,  si  Ton  désigne 
par  T,i  ce  que  devient  alors  X,^,  on  a 

00 
/(cosy)  =^  ^"^^^  ^'^  j     /(cos  Y)r,,  siny  d^( 
0 

ou,  enremplaçant/(cos  y)  par  cp(Y)  et  y  par  y' sous  le  signe  /  , 

?(T)  =  S^^r«r    r„o(Y')sinY'^Y'; 
0  -' 

faisant  enfin  y  =  o  et  observant  que  T,t  pour  y  =  o  est  égal  à 
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K,t  pour  X  :^i,  c'est-à-dire  est  égal  à  un,  ou  a 

(12)  o(o)=,^l!L±lj     r;,o(Y')sinY^/Y'. 

Soient  maintenant  y  et  6'  deux  coordonnées  sphériques,  et 
F(y,  ^')  une  fonction  ayant,  en  chaque  point  y,  «{>'  de  la  sphère 
de  rayon  un,  une  valeur  bien  déterminée  :  alors  F(o,  ^')  aura 
une  valeur  bien  déterminée,  indépendante  de  '}';  car  o  et  6' 
sont  les  coordonnées  du  pôle  nord  de  la  sphère,  et  à'  y  est 
indéterminé.  Posons 

?(t)=  —   /       F(y,  '^'jd'Y, 

et  appliquons  à  cette  fonction  la  formule  (12);  nous  aurons 

F(o,  f)./-y=y^4±^  r   f  r:,FiY,Y)dYsïnYdY. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  indépendant  de  'V: 
sa  valeur  est  donc  F(o,  (!>'),  où  'V  est  arbitraire,  et,  en  dési- 
gnant par  ch  l'élément  de  surface  sphérique  d'h' sinY dy' '>  la 
formule  précédente  revient  à  celle-ci 

00 

F(o,  Y)  =2^^//r«F(T',  r)ch, 
0 

l'intégrale  double  élant  étendue  à  toute  la  surface  de  la 
sphère.  Cette  formule  peut  s'écrire  autrement  :  soit  N  le  pôle 
nord  de  la  sphère,  M  un  point  quelconque  de  coordonnées 
y',  'V,  Soient  Fjj  la  valeur  de  F  au  point  M;  ls.,i(x)  la  fonction 
de  Legendre  ;  on  pourra  l'écrire 

F.N  =^  ^^^yy*X,(cosMN)FM  ^7,,. 

Changeons  de  coordonnées  et  prenons  un  nouveau  pôle  o  : 
soient  9,  à  les  coordonnées  du  pôle  N  dans  le  nouveau  système 
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de  coordonnées,  et  Q',  ^'  celles  de  M;  on  a 

F(e,  ^)=:\^"'~^^   f       f   X„[cos6cos6'+sinôsin6'cos(«];  — f)] 

X  F (6',  ^')  sin^' dQ' d^' 
ou,  d'après  la  définition  même  de  la  fonction  P/^, 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  établir;  elle  est  due  à 
Laplace  ;  la  première  démonstration  rigoureuse  que  l'on  en  ait 
donnée  est  de  Lejeune-Dirichlet  {C relie,  t.  4). 


XIII.  —  Intégration  de  1  équation  ^r  -i-  ^^  -h  ^—  =  o 

ox^         ay^         âz- 

dans  quelques  cas  particuliers. 


Nous  allons  nous  proposer  d'intégrer  l'équation 
d'^ii        d^u        d^ii  _ 

de  manière  que  la  fonction  u  prenne  des  valeurs  données  en 
chaque  point  d'une  sphère  de  rayon  R  dont  nous  mettrons  le 
centre  à  l'origine. 

Soient  r,  8,  ^J;  les  coordonnées  polaires  du  point  {x,  y,  z); 
Y„  désignant  une  fonction  sphérique,  r'^Yn  sera  une  solution 
de  l'équation  proposée,  et,  en  désignant  par  A,,  Ao,  .  .  .  des 
constantes, 

Ao  Yo  +  Al  jYi  -^...-^  A„7^«  Y,j  + . . . 
ou  simplement 

sera  encore  une  solution  de  l'équation  proposée  ;  il  ne  reste 
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plus  qu'à  déterminer  Yo,  Y,,  .. .,  de  telle  sorte  que,  quand  on 
fera  /•  =  R,  la  suite  précédente,  ou 

Yo  -T-  Yj  -f- . . .  -h  Yfi  -f- . . . , 

se  réduise  à  une  fonction  donnée  /"(O,  à);  pour  cela  il  suffit 
de  prendre,  en  vertu  de  la  formule  établie  au  paragraphe 
précédent, 

Y„=^^^   f       f    P„/(0',^')sineV/8't;6'.         • 
La  solution  cherchée  est. donc 

*  ■7:271 

Cette  solution  remarquable  est  de  Laplace,  et  c'est  la  seule 
qui  reste  finie  à  l'intérieur  de  la  sphère. 


XIV.  —  Quelques  lemmes. 

Avant  de  faire  une  dernière  application  des  principes 
exposés  dans  ce  Livre,  nous  allons  établir  une  formule  qui 
va  nous  être  utile. 

Un  point  dans  l'espace  peut  être  déterminé  par  Fintersec- 
tion  de  trois  surfaces  homofocales  du  second  degré  (p.  821, 
MI): 


«2-+-/      '      b-2 


X'i  y'i  z^ 

a^  -h  V        b'--\-  w     '    c2  -i-  V 


Quand  on  se  donne  les  paramètres  )v,  jjl,  v,  les  surfaces  pré- 
cédentes sont  déterminées  et  elles  fournissent  un  point 
(oOjy,  z);  réciproquement,  quand  on  se  donne  x,  y^  z^  )v,  [x,  v 
sont  déterminées;  aussi  1,  [jl,  v  jouent  le  rôle  de  coordonnées 
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et  peuvent  servir  à  déterminer  un  point  dans  l'espace  :  ce 
sont  les  coordonnées  elliptiques  de  ce  point. 
On  a  d'ailleurs  trouvé  (p.  3 2 3,  t.  II), 


y 


(a2  — 62)(a2—  c^j 
(c^— a2j(c2  — 6^) 


Si  l'on  forme  la  quantité 


on  trouve 


AiA  = 

Ai[j.  =: 

Aiv  = 


40. -f-a2)(X-i-62)(X  +  c2) 


et 


=  D  = 


'i{a--i-l)  i{a'^-{-ix)  2(a2  +  v) 

7  y r 

2(62-f-X)  2(62+  [JL)  2(6^  +  v) 

3                               ^  ^ 


2(C2-1-X)        2(c2-l-|a.)        2(^c2-i-v) 


ou 


8 


en  posant 
et,  par  suite, 


/(w)  =  (îiH-a2)(M-f-62)(w4-c2) 
I  (X-ji.)(î^-v)(v-X) 


D  = 


^  \//(^)/({^)/(v) 
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Nous  pouvons  alors  former  avec  les  variables  )v,  [jl,  v  Téqua- 
tion  Ao?^  =  o  ou  l'équation  (4)du§  IX.  (p.  296),  qui  devient  ici 


ou 


t-Vy-lSfea  — 


(i^  —  'O—ttt: -.iT'+d^  —  ^O 

Posons 


t)a  I  ()^  I  ()y 


nous  aurons 


el  l'équation  précédente  pourra  s'écrire 

Nous  aurons  encore  besoin  plus  loin  de  savoir  faire  le  chan- 
izement  de  variable  suivant 


x^-t-y'--^ 

5-  : 

=  r\ 

x^ 

y- 

-f- 

-2 

a 

2  + 

X    ' 

b-^  -H  À 

0=^  + 

X 

ip2 

h 

j,2 

-\- 

^2 

a 

c2-f- 

;jL 

ce  sont  les  équations  de  trois  surfaces  orthogonales.  On  en 
lire 


x=ri/  - — 7 


2  H-  X){a^-^\x) 
6^)(a2_c2)' 


/(^>2-^X)(62-|-;ji) 

•^~  '  V   (,62  — a2)(6•2_.c2)' 
"  '   V    (c2-a2)(c2—  ^2^* 

L.  —  Traité  d'Analyse,  VI. 
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Calculons  d'abord  dx-  +  dy^  -\-  dz-  :  nous  aurons 

dix 


dx  dr  d\ 

1  — ■  =2 i ; r-  H -— 

X  r         a-  H-  À         a^  -f-  [JL 


par  suite 


/^dr'--\-d\^ 


Posant 


on  a 


,(a2-f-X)2       (62-i-X)2       (c2+X) 
f{p)  =  {p-^ct^'){p-^b')ip-^c'^) 


-h 


(a2-^X)2     ■     (62+X}2  (c2-t-X)2 


/       dp  \a^  -\-  p 

=     -^- 

■   I  dp 


b-^-^p      e--\-p^ 


p-\){p  —  .x^ 


X [X 

TOI' 


A  est  une  constante  par  rapport  à  p  que  l'on  détermine  eo 
observant  que,  si  Ton  multiplie  par  p  la  quantité  sous  le  signe 


dp 


elle  se  réduit  pour  p  =  cxj  à  ;--  ;  donc  A  =  ;--  et  l'on  a  alors 


Ajr 


/(>^)        ■  "''       AN 
r^        1  —  IX 


^A  =  J(^,       A.. 


4   //(Xj/cia) 
L'équation  (Ao;^=:  o)  devient 

ou  bien  encore 


v//(!^) 


c^p. 
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Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  seraient  inextricables 
si  Ton  n'employait  pas  l'artifice  que  nous  venons  d'indiquer. 


XV.  —  Problème  de  Lamé. 

Lamé  s'est  proposé  d'intégrer  l'équation 

d-u        <)-i(         ()-  u 
^  ^  ôx^         df^         Oz^ 

de  manière  que  la  fonction  w  prenne  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde 


a- -h  V        b--T-v        c^-hv 

des  valeurs  données  et  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  ses 
dérivées  à  l'intérieur  de  cette  surface. 

Changeons  de  variables  et  prenons  des  coordonnées  ellip- 
tiques {voir  p.  3o3),  définies  par  les  équations 

372  r-  z2 


(2) 


a'^  -i-  A  Ù'-T-A      '     C-  -+-  A 

a-2  v2  ^2 

1 "i. -f-  

X^'  _^        j2  ^  ^2 

«2  4-  V        '      Z>2  _j_  ,^  "^    (.2  _i_  ,^ 


=  I, 


L'équation  (i)  pourra  s'écrire 

O'-u  I  ^  I        ^2  u  I 

ou  encore 

(3)  (!^-')^+(v-A)^-h()--,.)^=o, 

en  posant,  pour  abréger, 

doL  I 


(4) 


^^        /(X-ha2)(X-+-62)(X-i-c2) 

^^  ï 

^[^  ""  v/((A-f-a2)((jL-h62)(|x-f-c2) 

<^'  "  \/(v-+-a2)(vH-62)(v-hc2)' 
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et  c'est  réqualion  (3)  maintenant  qu'il  faut  intégrer,  de  telle 
sorte  que,  pour  v  =  o,  u  se  réduise  à  une  fonction  donnée 
F().,a)ou/(a,P).     _ 

Essayons  de  satisfaire  à  l'équation  (3)  en  posant 

Il  =  LMN, 

L  étant  fonction  de  À  ou  de  a  seul,  M  étant  fonction  de  y. 
seul  et  N  fonction  de  v  seul;  on  aura 

cette  équation  sera  satisfaite  en  prenant 

I  ^  -(^v  +  A)N, 

et  ces  trois  équations  détermineront  les  fonctions  L,  M,  N  : 
nous  supposerons  g  et  h  constants. 

Occupons-nous  spécialement  d'une  de  ces  équations,  de  la 
première  par  exemple  ;  on  a 

d^h  _   à  /dL  dl 
07.-         ôx  \d\    d'y. 

formule  où 

A  =  a2  +  ^>2^_c2,         B  =  ^>2e2_|_c2<22  4_^2^2^         C  =  a'- b^  c'- , 
et  la  première  équation  devient 

(6)  |i^/()0+^^/'(>0-L(^X-f-A)  =  o, 

où  l'on  a  fait 

/{!)  =  (X  -f-  a2)(X  -h  b^){'k  H-  c2). 
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XVI.  —  Fonctions  de  Lamé. 
Reprenons  l'équation  (6)  du  paragraphe  précédent 

et  cherchons  la  forme  qu'il  faudrait  donner  à  ^^  et  à  h  pour 
faire  acquérir  à  cette  équation  des  solutions  entières  en  ).. 
Supposons  que  n  désigne  le  degré  du  polynôme  L  :  le  premier 
membre  de(6)  sera  de  degré /^-t-  i  ;  pour  que  cette  équation  soit 
satisfaite,  il  faudra  d'abord  que  les  termes  en  ).'^+'  soient  nuls, 
ce  qui  exige  que 

n{n  —  i)-T-|  n  —  g  =  0, 

où  g  = '■ — -.  Remplaçons  g  par  cette  valeur  dans  (6)  et 

employons  maintenant  le  d  pour  désigner  les  dérivées  ;  \  étant 
dorénavant  seule  variable  indépendante,  cette  équation  (6) 
deviendra 

Si  Ton  pose  alors 

L  =  X«  -f-  ai  X«-i  -h...-^aa 

et  si  l'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  )v,  on  aura  n  -\-  2  équations,  dont  la  première,  identique, 
servirait  à  déterminer  g  et  dont  les  autres  servent  à  calculer 
ai,  «2,  .  .  .,  a,i  Gl  h  sans  ambiguïté.  Les  polynômes  L,  que 
nous  venons  de  définir,  sont  ce  que  l'on  appelle  \es  polynômes 
de  Lamé. 

Nous  désignerons  par  L,,  Lo,  •  ••,  L//  les  polynômes  de 
Lamé  correspondant  aux  valeurs  i,  2,  ...,  /i  du  nombre 
entier  n  et  par  A,,  Ao,  •  .  • ,  h,i  les  valeurs  correspondantes  de 
h\  nous  aurons  alors  les  formules 

dn.r^ 
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Multiplions  la  première  par  L/„,  la  seconde  par  L^  et  retran- 
chons :  nous  aurons 

■^2^'"  di  ^^^~dr)-^^^^^ 

rn(2^-4-T)— m(27?2+ï)  ,  ,  ,      "I 

—  i^m  ^n A  +  11,1  —  h,n     =  O, 


ce  que  l'on  peut  écrire  en  divisant  par  \'fQ^) 
i[v//lI)(L,„§i-L,.^-)] 

=  THï)  L  5 ^ ^"- *"'J- 

Intégrons  maintenant  entre  deux  limites  qui  soient  racines 
de/(X)  =  o  :  nous  aurons 


-T-   /  -T^^  (hn—h„t)dl  =  o. 
Changeons  dans  cette  formule  X  en  [jl  ou  en  v;  nous  aurons 

rM,nMn  r/l(2n-+-T)  _  7?l(2m-4-l)1 

-i-  /       . (  h,i  —  /i;;,  )  Q?jx  =  O  ; 

en  multipliant  en  croix  ces  deux  formules  après  avoir  fait 
passer  les  seconds  termes  dans  le  second  membre,  il  vient 

Cette  propriété  des   fonctions   de  Lamé   permet  d'intégrer 
l'équation  (i)  ou  (3);  en  effet,  posons 
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1),„  désignant  une  constante  ;  cette  valeur  de  w  satisfait,  quelles 
(|ue  soient  les  constantes  B,  à  l'équation  (3)  pourvu  que  le 
second  membre  se  compose  d'un  nombre  limité  de  termes  ou 
soit  convergent.  Si  l'on  veut  que  la  fonction  u  se  rci luise  à 
une  fonction  donnée  F ().,  p.)  de  Xet  a  pourv  =  o,  c'est-à-dire 
sur  la  surface  de  l'ellipsoïde 

il  faudra  déterminer  les  B  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

Tout  se  réduit  donc  à  développer  la  fonction  F(  A,  ix)  sous  la 
forme^  A„iL„iJM„i.  Or,  si  l'on  pose 

.    m  =  \ 

et  si  l'on  intègre  les  deux  membres  de  cette  formule  après 
l'avoir  multipliée  par  ' ,     '      (X —  a)  <^A  <:/'jt.,  il  vient,  en 

vertu  de  (8), 


// 


L    M„F(X.  jx)       ^^^^^. 


--// 


j.„iu„      (x_  ,^)^x^/, 


^fa)f{\^) 


d'où  l'on  tire  A,„  et,  par  suite,  B,„  =  -/  "'    ♦ 

Cette  solution  est  évidemment  très  élégante;  mais  elle 
repose  sur  une  hypothèse,  à  savoir  la  possibilité  du  dévelop- 
pement d'une  fonction  arbitraire  de  ^  et  [j.  suivant  les  pro- 
duits des  fonctions  L  et  M.  Nous  allons  essayer  de  démontrer 
la  possibilité  de  ce  développement. 

Si  cette  possibilité  est  établie,  la  solution  précédente  sera 
la  seule  qui  reste  finie  à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde,  en  vertu 
du  principe  de  Dirichlet. 
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XVII.  —  Complément  de  la  théorie  précédente. 

Reprenons  la  formule  (7)  qui  sert  à  définir  la  fonction  L, 
à  savoir 

-j;j/(X)+-;^/a)  =  L[— ^-l  +  Aj. 
et  que  l'on  peut  écrire 

on  aura  de  même 

on  déduit  de  ces  deux  formules 


D'un  autre  côté,  si  dans  l'équation  Ao  ?^  =  o  on  effectue  le 
changement  de  variable  donné  par  les  formules 


x--^y^-\-z' 


x'^- 

1 

J' 

I . 

Z*' 

= 

0, 

«2-+-X 

62  + 

X 

C2  + 

X 

^2 

-1- 

y"- 

^2 

0, 

62 

on  trouve  (p.  807) 


(■0) 
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Posons  dans  cette  formule  u  =  r-"Y,  Y  désignant  une  fonc- 
tion de  \  et  [JL  seuls,  on  aura 


(II)  ' 


n(  9.n  -4-  T  ) 


=  v/y-Tl7,4[//(X)g-v//17],^[v//^5]. 

Cette  équation  est  identique  à  (9)  ;  donc  la  fonction  LM  satis- 
fait à  cette  équation  (10)^  mais  cette  équation  (10)  est  préci- 
sément l'équation  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Y„i  de 
Laplace.  En  effet,  l'équation  (10)  est  l'équation  Ao?^,  dans 
laquelle,  à  la  place  de  x,  r,  ^,  on  a  mis  r^  1,  [jl  ou,  si  l'on  veut, 
celle  que  l'on  obtiendrait  en  remplaçant  ^,  JK,  ^  par  /•,  0,  6, 
puis  9,  6  par  A,  tx;  (11)  est  donc  bien  l'équation  d'une  fonction 
de  Laplace  d'indice  pair.  Si  donc  LM  est  entier  en 

cos8,     siii'iisinO,     cos<^sinO, 

toute  fonction  de  "X,  jjl  sera  développable  en  série  de  fonc- 
tions LM  et  les  hypothèses  du  paragraphe  précédent  sur  la 
possibilité  du  développement  que  nous  avons  employé  seront 
justifiées;  or  LM  est  une  fonction  entière  de  degré  pair  de 


ir  =  r  cos 


6  sin 0  =  r 4  /  -— ,,,.    , r, ; 

V      (rt-^  —  62)(rt2_c2) 


LM  sera  aussi  une  fonction  entière  de  cosO,  sinOsin-i;, 
et  sin8cos6.  Ainsi  se  trouve  justifiée  la  belle  analyse  de 
Lamé. 

XVIII.  —  Surfaces  isothermes. 

Si  l'on  considère  une  fonction  w  satisfaisant  à  l'équation 

,  .  à-  u        d^  u        à-  u 

(i)  ■ 1 — ; —  =0         ou         A,  ?<  =  o 

^  '  Ox-^       oy^       Oz-^ 

et  si  l'on  égale  celte  fonction  à  une  constante  â,  on  obtient  une 
famille  de  surfaces  que,  pour  des  raisons  tirées  de  la  Physique, 
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on  appelle  surfaces  isothermes;  s  est  alors  \e paramètre  ther- 
mométrique  de  la  famille.  Voici  quelques  exemples  de  sur- 
faces isothermes  algébriques  simples 

ayz  -i-  bxz  -+■  cxy  =  z. 
Considérons  une  équation  de  la  forme 

(2)  f{^,y,  -,  a)  =  o, 

et  cherchons  la  condition  pour  qu'elle  représente  une  famille 
de  surfaces  isothermes. 

Il  faut  alors  qu'une  certaine  fonction  s  de  la  valeur  de  a 
tirée  de  (2)  satisfasse  à  l'équation  AiS  =  o.  Or  on  a 

dz         dz  àa 


donc 


Pour  que  AoS  ^=  o,  il  faut  que 

b.^_a  _       d'^'Z  ^  dz  ^ 

or,  le  second  membre  étant  fonction  de  a  seul,  le  rapport  -7^- 

doit  être  fonction  de  a  seul;  réciproquement,  si  ce  rapport  est 
fonction  de  a,  en  désignant  cette  fonction  par  A,  on  déter- 
minera £  par  la  formule 

et  la  surface  sera  isotherme,  car  on  aura  AoS  =  o. 

Pour  trouver  des  systèmes  isothermes,  il  faudra  intégrer 

l'équation 

A2  w  =  Al  w  F(i^), 

F  désignant  une  fonction  arbitraire;  changeons  de  variable 


dx 

ôa  dx^ 

d'^z 

â'^z   / 

'day- 

dz 

d'^a 

àx^  ~ 

da^  \ 

.^)  " 

Oa 

dx'^' 

A^E 

à^-z 

Aia  + 

—   A2«. 

da 
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dans  cette  formule  et  prenons  des  coordonnées  elliptiques; 
pour  cela,  reportons-nous  à  la  formule  (21)  du  tome  I, 
p.  216;  l'équation  à  intégrer  deviendra,  en  adoptant  les  nota- 
tions des  paragraphes  précédents, 


v)(v_)0  ['  •  ''  v//(X)/(Ht)/(v)  àX    -^^        'V  fWA-O  01^ 


sv./(,)0/(.a)/(v) 

-y-)(:^ 


ou  bien 

=  lF(„,[(,-.0/(X)(|)V...] 


On  voit  que  cette  équation  est  satisfaite  en  prenant  u  égal  à 
une  fonction  de  \  seul,  de  [jl  seul  ou  de  v  seul,  en  sorte  que 
les  surfaces  du  second  degré  homofocales  constituent  des 
surfaces  isothermes,  ce  que  l'on  peut  vérifier  directement. 
On  connaît  un  grand  nombre  de  cylindres  isothermes  : 
les  cylindres  droits  qui  ont  pour  bases  sur  le  plan  des  xy 
les  courbes  X  =  o,  Y  =  o  telles  que  X  +  Yy/ — i  soit  une 
fonction  monogène  de  x -^ y  sj — i,  par  exemple,  sont  des 
cylindres  isothermes.  Les  cylindres  qui  ont  pour  base  les 
courbes  d'égal  module  d'une  fonction  monogène  sont  égale- 
ment isothermes.  Ainsi  les  cylindres  qui  ont  pour  bases  des 
lemniscates  homofocales  sont  isothermes. 


XIX.  —  Variation  d'une  intégrale  triple. 

Nous  terminerons  ces  considérations  sur  le  calcul  des 
variations  par  la  recherche  de  la  fonction  u  capable  de 
rendre  minima  l'intégrale  triple 
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étendue  à  tous  les  points  intérieurs  à  une  certaine  surface  S, 
et  de  prendre  des  valeurs  données  sur  cette  surface. 
On  a 

-NTT         r  r  r     ^      /du  ^  du        du  ,^  du        du  .,  du\    j      ,      , 

JJJ    ^àu\à^      àx        dy      dy        dz      dz  ]  -^ 

et,  en  intégrant  par  parties, 

ày\sl^u  ^y)        àz\^i,,,  dz)\  ^ 

on  aura  la  condition  du  minimum  en  égalant  le  coefficient 
de  ou  à  zéro,  ce  qui  donne 

T      /d-u        d-u        d^u\ 

l  r  /daY  dHi  du  du    d^- u  1 

-^^^>  K^j  ^^^'dj^Tzdyd-z-^'--]-'' 


ou  bien 


d^u  r / du'x"^        /du\^~\  du  du    d^u 

.  —  1 


.  ,    d'^u  \fduy     fàuyi 


dy  dz   dydj. 


Si  l'on  se  reporte  à  la  page  438  du  tome  II,  on  voit  que,  pour 
exprimer  que  la  surface /=  const.  a  ses  deux  rajons  de 
courbure  égaux  et  de  signes  contraires,  il  faut  poser 

de  dQ         de 

djn        dj^^         4/33 

formule  où  0  désigne  le  hessien  de  /  bordé  avec  /<,  /a,  /;}• 
Cette  équation  développée  donne 

c'est-à-dire,  à  la  notation  près,  l'équation  (i),  ce  qui  montre 
que  si  la  fonction  a  n'est  pas  une  constante,  quels  que  soient 
:r,  jK,  ^j  en  l'égalant  à  une  constante  arbitraire,  on  obtiendra 
l'équation  d'une  surface  ayant  ses  deux  rayons  de  courbure 
en  chaque  point  égaux  et  de  signes  contraires. 
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Pour  déterminer  la  fonction  u^  il  faudra  intégrer  l'équa- 
tion (i),  de  manière  que  a  prenne  des  valeurs  données  sur  la 
surface  S. 


XX.  —  Variation  de  quelques  intégrales  multiples. 

Problïime  I.  —   Tromper  le  maximum  ou  le  minimum 
de  r intégrale  suivante,  où  u  est  imariable  aux  limites 

On  a 

.^r       r  C  (      ^"  \/«~i  /     ^  du  .  \   - 

J   J  \  fiOC^  )  \  ÙXy^  ) 

et,  en  intégrant  par  parties  et  en  désignant 

ùa  du 

Xi h  .  .  .  -T-  Xa U 

dXi  ÔXn 

par  H, 

-h  -^  (a:„H'''-i)-i-  II"'-'l  rf-ï-i  •  •  -, 

OX,i  J 

on  obtient  le  maximum  ou  le  minimum  cherché,  en  annulant 
le  coefficient  de  ou^  ce  qui  donne 


{n-^i)\l''^-^-^{m-x)ll"^-^^XiXj-^_=o 


ou 


( i)  ■ >  Xi  -. u]-^  y.^i^j  -, — 3 —  =  o 

(dans  l'équation  précédente,  il  est  clair  que  sous  le  signe  V 

les  coefficients  des  xiXj  ou  i^y  doivent  être  censés  doublés). 
L'équation  (i)  est  facile  à  intégrer  :  si,  en  effet,  on  pose 

^^'^^  ^^  —  a  et  si  l'on  désigne  par  0^  en  général  une  fonction 
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homogène  de  degré  k  des  variables  ^< ,  ^2?  -  -  - -,  x  d'ailleurs 
arbitraire,  on  aura 

(Jellet,  Calcul  des  variations.) 

Problème  IL   —   Ti^oiwer  le  maximum  ou  le  minimum 
de  ^intégrale 

dans  laquelle  r  est  le  rayon  vecteur  d'une  surface  le  long 
de  laquelle  on  intègre;  di  est  V élément  de  surface;  a,  h^  c 
les  cosinus  directeurs  du  rayon  r  et  a,  p,  y  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale.  Les  fonctions  Fi,  Fo,  F3  sont  suppo- 
sées homogènes.  La  surface  est  assujettie  à  passer  par  une 
courbe  fermée  fixe . 

Si  l'on  pose  />  =  -—,  q  =  ~,  en  appelant  x,  y,  z  les  coor- 
données d'un  point  delà  surface  cherchée,  on  aura 

V  =//,.»  [,F.  (Z,  f  )  ^  ,F,  (f ,  î)  _  F3  (^,  ^-)]  a.éy, 

c'est-à-dire  en  observant  que  Fi,  Fo,  F3  sont  homogènes, 

\  =  jj  r'^[p¥i{y,  z)^q¥2(z,  x)  —  F-i{x,y)]dxdy; 

n  désignant  un  nombre  égal  à  m  ou  différent  de  m  suivant 
les  cas,  on  a  alors 

oV  =  /  I  nr''-^zoz{pFi-^qF2  —  Fi)dxdy 

H-  /    /  /'«  (  û/?Fi  -f-  tq  F2  +/>  -T-  0^  +  ^  — ^  oz  1  dxdy. 

En  intégrant  par  parties  et  en  égalant  à  zéro  le  coefficient 
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de  oz  SOUS  le  signe  /  /  ?  on  trouve 

en  développant  les  calculs  indiqués  le  premier  membre  se 
réduit  à  zéro.  On  tombe  sur  une  identité;  cela  prouve  que 
notre  intégrale  est  indépendante  de  la  forme  de  la  surface 
passant  par  la  courbe  donnée  :  elle  n'est  pas  par  conséquent 
susceptible  de  maximum  ou  de  minimum. 

Un  cas  particulier  de  la  proposition  que  nous  venons  de 
trouver  est  celui  d'une  surface  fermée  :  alors  on  trouve  que 


//' 


r2[a(62-i-c2)-|-p(a2-i-c2)-i-Y(62-f-c2)]^j=:o 
ou  que 


EXERCICES  ET  NOTES. 

i.  Toute  fonction  harmonique  dans  un  certain  domaine  est  déve- 
loppable  dans  ce  domaine  en  une  série  de  la  forme 

Uo  ~  Ui-^  U2-r-...-{-  Un  4- .  .  .  , 

u,i  désignant   une   fonction    harmonique   entière,   homogène  et  de 
degré  n.  (Le  théorème  de  Gauchy  est  un  cas  particulier  de  celui-ci.) 

2.  La  thèse  de  M.  Riquier  contient  une  théorie  très  complète  de 
la  théorie  des  fonctions  harmoniques  à  un  nombre  quelconque  de 
variables.  Un  Mémoire  de  M.  Poincaré  (American  Journal  of  Ma- 
thematics,  vol.  XJI,  n°  3)  contient  une  théorie  des  équations  que 
Ton  rencontre  en  Physique  mathématique  et  qui  sont  analogues 
à  A,  ït  =  o. 

3.  S'appuyer  sur  le  résultat  obtenu  §  XVII  pour  trouver,  en  coor- 
données polaires  ou  semi-polaires,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
de  la  surface  minima. 
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4.  Trouver  la  surface  qui,  passant  par  une  courbe  donnée,  rend 
l'intégrale 


/  /  //^^  -f-  ^  ^  clx  cly 


dz     dz 
mmima, />  et  q  désignant  toujours  ~r '>  '\~  ' 


5.  Si  l'on  applique  la  formule  de  Lagrangc  à  l'équation 


on  trouve 

_  I  I  ()'«+«(  ^2  _^_>^2_,)^ 

'""  ~  m  î  n  !  •l'n+ii-  dx'»-  dy"-  ' 

les  polynômes  \],nn  satisfont  à  l'équation 

<Pu  .  ,,  d'^u         à'- Il 

——  (i  —  x^)  —  ixy- — —  H-  ——  (i  — r-) 
dx-^^  '  -^  dx  dy        dy^  '        "^    ' 

^      du        ^     du       , 

dx         -^  dy       ^  ^^  ^  ' 

le  polynôme  \ mn,  défini  par  l'équation 

{v  —  iax  —  -iby-^a'^'^  è2)-i_  V  a'«6«  V/,i/i, 

satisfait  à  la  même  équation  dont  on  a  ainsi  un  grand  nombre  de 
solutions.  Elle  n'a  pas  d'intégrale  intermédiaire  :  on  a 

/  /  '^mn^pq  dx  dy  =  o, 

/  /  ymn^pq  dx  dy  =  o, 

r  Tn      j.r        T    ^  Ti  (m.-\-n)l 

JJ  ^-^-^^^-^^^m+z^  +  i   ~^J^' 

Les  intégrales  sont  prises  dans  le  domaine  défini  par  | 

x^-i-y^  —  i<o.  (Hermite.) 

6.  Les  l]„in  se  calculent  en  fonction  linéaire  des  Y,nn  et  vice  versa 
(exercice  précédent);  généraliser. 
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CHAPITRE  IX. 

TRANSFORMATION  DES  FIGURES  DANS  L  ESPACE. 


I.  —  Homographie. 

Soient  cp(;r',y,  z'),  /(^',  /,  z),  '}(^',y,  z')  trois  fonc- 
tions des  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  d'un  point 
jNF;  j^,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M.  Si  l'on  pose 

(i)  x  =  o(x',y,  z'),      y  ^x{x',y\  z'),      5  =  6(0?', y,  ^'), 

lorsque  le  point  W(^x' ,  y',  z')  décrira  une  certaine  figure  F', 
le  point  M  décrira  une  autre  figure  correspondante  F.  Ces 
figures  F  et  F'  sont  transformées  Tune  de  l'autre  par  les  for- 
mules (i).  Nous  ne  ferons  pas  la  théorie  générale  delà  trans- 
formation des  figures,  et  nous  nous  bornerons  à  l'étude  de 
quelques  cas  simples. 

On  dit  que  les  deux  points  M(x^  y,  z)  et  M'{x',  y',  z') 
engendrent  des  figures  honio graphiques  quand  on  a  entre 
les  coordonnées  des  points  M  et  M',  des  relations  de  la  forme 

'  a  x' -^  h  y' -^  c  z' ~\- cl 


(•^) 


I  a' x' -^  h' y -^- c' z' -h  d' 

j  ^  ""  o!" x' -\- b"y -^  c"  z' -^- d'"' 
\       _    a"  x'  -^  h" y'  -\-  c"  z'  -h-  d" 
\  ^  ~  a"'x'-^b"''y-\-c"'z'-^d"'' 


a,  6,  c,   .  .  .,  d"  désignant  des  constantes.  Si  l'on  introduit 

deux  variables  t  et  t'  pour  rendre  les  formules  homogènes, 

les  formules  de  la  transformation  homographique  (2)  pour- 

L.  —  Traité  d'Analyse,  W.  21 


322  CHAPITUE     IX. 

ront  se  mettre  sous  la  forme 


(3)  or_y_. 


X'        Y'        Z' 


X',  Y',  Z',  T'  désignant  respectivement  les  fonctions  linéaires 

ax'^  by-hcz'-^  dt',  .  .  . ,  a!'x'--r-  b'" y' -\- c'" z' -^r  d'" t' .  Les 
formules  (3)  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  x' ^  y' ,  s',  t' 
et  se  transforment  en 


KA)  X         Y  ~  Z        T' 

X,  Y,  Z,  T  désignant  des  fonctions  linéaires  de  x^  y^  z^  t 
homogènes. 

Il  est  clair  que,  si  x^  y,  z,  t^  au  lieu  de  désigner,  ainsi  que 
x\y' ^  z',  t\  des  coordonnées  homogènes,  désignaient  des  coor- 
données tétraédriques,  les  formules  (3)  ou  (4)  seraient  encore 
des  formules  de  transformation  homographiques  ;  et,  en  effet, 
x^y^  z,  t  seraient  des  fonctions  linéaires  de  trois  coordonnées 
ordinaires  Ç,  tj,  Ç^  X',  Y',  Z'  seraient  également  fonctions 
linéaires  de  trois  coordonnées  ordinaires  ^',  T]',  ^' ,  et  il  est 
clair  que  l'on  en  déduit  pour  ^,  '/],  Ç  des  valeurs  qui  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  ^'^ri',  Ç'  dont  les  numérateurs  et  les 
dénominateurs  sont  du  premier  degré. 

La  formule 

a?  _   r  _    s   __    ^ 

3^      =      y      -      r^  r^, 

peut  s'interpréter  en  disant  que,  pour  construire  une  figure 
homographique  d'une  figure  donnée,  on  peut  rapporter  la 
première  figure  F  à  un  tétraèdre  de  référence  et  construire 
une  figure  F',  qui,  par  rapport  à  un  autre  tétraèdre  différent 
du  premier,  aurait  les  mêmes  coordonnées  que  F  par  rap- 
port au  premier  tétraèdre. 

Voici  maintenant  les  propriétés  essentielles  des  figures 
homographiques  : 

1°  Les  points  à  V infini  dans  la  figure  F  ont  pour  cor- 
respondants des  points  de  la  figure  Y'  situés  dans  un  même 
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liUin  \ijui  pciil  t/d/ts  certains  c^is  rtrr  le  plan  de  rin/ini). 

'2^  Lnc  Irdiisformation  hmiioLii  <ij>hique  rCalière  pas  le 
degré  d'une  ligne  vu  (T uni'  snrfocc. 

3'*  A  quatre  points  en  ligne  droit r  de  l'une  des  figures 
eorrrspoiidcnt  (fitatre  points  m  limic  droite  de  l'autre  et 
dont  le  r(tj>p(>rt  (iidi((rni<>ii iijiie  est  le  même. 

La  (IciiionsLralioii  esl  analoi^iie  à  celle  qui  a  été  donnée  en 
(îéoiiK't Fie  plane. 

4"  A  dcu.r  points  in Jininipnt  voisins  d'une  des  figures 
correspondent  (h'u.r  p>nints  infiniment  voisins  de  l'autre. 

o"  Une  transformation  Jiomographique  n'altère  pas 
l'ordre  du  contact  des  lignes  et  des  surfaces,  non  plus 
(jiie  ieues  sin ljh htrités. 

()^  Une  transformation  homogr  a  plaque  n'altère  pas  la 
classe  d'une  ligne  ou  d'une  surface. 


II.    -  De  l'homologie. 

Si  l'on  pose 

x'  y'  z' 

(.)  ^^-^'     r=ë'.       -'=e' 

H  désignant  une  fonction  linéaire  de  oc' .,  y' ,  z\  les  points  x, 
r,  ^  et  j:',J'',  ^'  décriront  des  figures  homologiques.  L'ho- 
mologie est  donc  un  cas  particulier  de  l'homographie;  le  plan 
8  z=  o  de  la  figure  x' .,  y' ^  z'  a  pour  correspondant  le  plan  de 
l'infini  dans  la  figure  .2^,  J',  ^.  Quant  aux  points  situés  dans 
le  plan  0  =:  1 ,  ils  se  correspondent  à  eux-mêmes,  puisque 
pour  0  =-  I  on  dL  X  =  œ'.,  y  =  y',  z  ^=  z'.  Le  point  x'=  o, 
y'=o,  z' ^-=  O  se  correspond  d'ailleurs  à  lui-même  aussi;  il 
n'y  a  du  reste  que  ces  points  qui  se  correspondent  à  eux- 
mêmes,  comme  nous  le  constaterons  tout  à  l'heure,  en  indi- 
quant la  construction  géométrique  des  figures  homolo- 
giques. 

Le  plan  0  --  1  est  le  plan  d'homologie,  l'origine  qui  se 
correspond  à  elle-même  est  le  centre  d'Iiomologie. 
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L'étude  des  figures  homographiques  ne  se  ramène  pas  à 
celle  des  figures  homologiques,  comme  cela  a  lieu  en  Géo- 
métrie plane,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  constater  en  déplaçant 
l'une  des  figures  et  en  essayant  de  la  faire  coïncider  avec  une 
homologique  de  la  seconde  :  on  s'aperçoit  ainsi  que  l'on  n'a 
pas  assez  de  paramètres  à  sa  disposition  pour  effectuer  la 
coïncidence. 

Les  formules  de  l'homologie  (i)  peuvent  s'écrire 

-7  =  ^,  =  '  =^e; 

X        y        z 

elles  montrent  (\\\un  point  et  son  correspondant  sont  en 
ligne  droite  avec  le  centre  d'Iiomologie. 

Une  droite  et  la  droite  liomologiciue  rencontrent  le  plan 
d^homologie  au  même  point. 

Un  plan  et  son  homologique  rencontrent  le  plan  d'Iio- 
mologie  suivant  une  même  droite. 

Soient  M  un  point  (^,  y,  z)^  et  M'  son  correspondant 
[x' ^  y,  z').  Soient  O  le  centre  d'homologie,  I  le  point  où 
OMM'  rencontre  le  plan  d'homologie  ;  soient  N  un  point  ditïé- 
rent  de  M,  et  N'  son  correspondant.  Le  rapport  anliarmonique 
des  points  O,  M,  I,  N  est  égal  à  celui  de  leurs  correspondants 
O,  IVL,  I,  N';  on  a  donc 

MO  .  NO  _  ^ro  .  IVO  _. 

MI   •  'm  ~  lÂl  'NI"    ' 

\  désignant  une  constante;  donc  on  peut  définir  une  figure 
homologique  d'une  figure  donnée,  par  rapport  à  un  centre  O 
et  un  plan,  une  figure  dont  les  points  correspondent  à  ceux 
de  la  figure  donnée,  de  telle  sorte  que,  M  étant  un  point  de 
la  figure  donnée.  M'  son  correspondant,  on  ait,  en  appelant  1 
le  point  où.  MO  rencontre  le  plan, 

MO  .  ivro  _  . 

Mf  'MI""' 

\  désignant  une  constante.  Si  le  plan  en  question  a  pour 
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équation  z  =  h  el  si  le  point  O  est  pris  pour  origine,  on  a 

a:  _  r  _  x;  _  .  ^   -  /i 

cr'       y'        z'  ~      z'  —  h 

L'iioino^i  iipliic  et  l'homologie  ont  permis  à  Poncelet  et  à 
Chasles  de  u<m<  r  aliser  un  grand  nombre  de  propriétés  de  la 
sphère  et  dCii  «It'duire  des  propriétés  des  surfaces  du  second 
ordre  que  l'on  peut  considérer  comme  des  transformées  de  la 
sphère;  mais,  pour  l'étude  de  ces  transformations,  nous  ren- 
verrons aux  Ouvrages  de  ces  auteurs  ou  aux  Traités  spéciaux 
de  Géométrie. 

III.  —  Figures  corrélatives. 

Considérons  les  formules 


y 


ax 

•'  -f-  è  y' 

-f-  C^'-i- 

cl 

a!"  x'  ■ 

-^b"'y' 

-h  c'" z'  -^ 

-d" 

a'x' 

~b'y 

'-h  c'  z' 

,r 

o!"x' 

-^b"'y' 

-t-  c"'^'-r 

-  d" 

a  x 

+  b"y' 

-f-  c"  z'  ^ 

d" 

b"'y'-^c"'z' 

et  supposons  que  .r',  y\  z'  représentent,  non  plus  les  coor- 
données d'un  point,  mais  les  coordonnées  d'un  plan,  quand 
le  point  X,  y,  z  décrira  un  lieu  d'un  certain  degré  sur  le  plan, 
x' ^  y',  z'  enveloppera  une  surface  de  la  classe  /??,  de  sorte 
que  les  formules  précédentes  établiront  entre  deux  figures 
un  certain  mode  de  correspondance  que  l'on  a  appelé  corré- 
lation et  sur  lequel  nous  ne  nous  arrêterons  pas  autrement 
que  pour  signaler  les  figures  polaires  réciproques  comme  cas 
particulier  des  figures  corrélatives  (voir  t.  II,  p.  279). 

Proposons-nous,  par  exemple,  étant  données  les  coordon- 
nées d'un  point  (j:,jk,  ^)  d'une  surface,  de  calculer  les  coordon- 
nées du  point  correspondant  de  la  transformée  par  polaires 

réclpro<[ucs.  Soit 

(i)  ?(^,  J,  -,  0  =  0 
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CHAPITRE     IX. 


l'équation  de  la  surface  C|ue  l'on  transforme,y  =:  o  désignant 
la  surface  du  second  ordre  transformatrice;  le  plan  tangent 
à  (i)  au  point  (^,  jk,  z)  a  pour  équation 

ôo  do  ôo  do 

X  --'--+-  Y  V-  +  Z  -^  4-  T  -'-  =  o  ; 
dx  dy  dz  Ot 

son  pôle  x^^yx,  Z\  est  donné  par  les  formules 


àf   .  ^?         df    ^  do         df   ^  do 
dxi  '  dx  ~  dji  '  dv  ~  dzi   '  dz  ~ 

df  ^  do 
~  'dtx  '  "di 

Si,  par  exemple,  /—  x'^^  -^ y]  +  z\  -H  t\ 

,  on  aura 

(?cp                (9cp               do 

-S 

ou,   en  supposant  c^  =  z  —  ^{x,  y)   et 

en  posaj 

dx 

"i^dy 

xi  _  71  _    ^1    _              1 

p          q          —  1         z  —  px  - 

-qy 

Si  l'on  prend /"=  x\  -\- y\  —  2^<,  on  a 

^1     n      —I             ^i 

p          q         —  I         z  —  px  - 

-qy 

dz 
dx 


La  transformation  de  Legendre  dont  il  a  été  question 
(t.  I,  p.  21 1)  et  qui  a  été  utilisée  par  Monge  pour  l'intégra- 
tion de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  minima 
a  pour  but  de  substituer  aux  coordonnées  d'une  surface  les 
coordonnées  de  sa  transformée  par  polaires  réciproques  rela- 
tivement au  paraboloïde  x-  -\- y-  =^  iz. 

Il  resterait,  pour  compléter  ces  théories  à  peine  ébauchées, 
à  faire  pour  les  surfaces  ce  que  nous  avons  fait  pour  les  lignes, 
mais  ce  travail  présente  de  grandes  difficultés  qui  sont  loin 
d'être  vaincues,  et  qui  d'ailleurs  ne  présentent  pas  pour  nous 
le  même  intérêt.  La  théorie  de  la  transformation  des  courbes 
planes  contenait  en  effet  celle  des  fonctions  abéliennes. 


NOTES. 


NOTE  SLR  LA  METHODE  1)  A:\IPLI;i:. 

La  méthode  que  nous  avons  indiquée  pour  iiitr<^rcr  l'équa- 
tion (p.  210) 

et  que  nous  avons  développée  pour  le  cas  où  M^o  est  tout  à 
fait  générale  :  elle  s'appliquerait  à  des  équations  de  la  forme 

(«)  F(  r,  s,  t,  p,  q,  z,  x,  y)-^o, 

mais  elle  conduit  alors  à  des  calculs  inextricables.  Ainsi,  en 
admettant  l'existence  d'une  intéoraie  intermédiaire 

/(.r,  7,  z,p,  q)-  a, 

on  aurait,  comme  dans  le  texte, 


-f-  r  --  -/  s  -.  o, 
Op  dq 


ôyj        dp  àq 

Si  l'on  élimine  /•  et  t,  par  exemple,  entre  (i)  et  ces  deux  équa- 
tions, on  aura  une  équation 

<i>(5)  =  o. 

Si  cette  équation  peut  se  mettre  sous  forme  entière,  en 
égalant  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  5  à  zéro, 
on  obtiendra  des  équations  simultanées  aux  dérivées  par- 
tielles auxquelles  devra  satisfaire  la  fonction/.  On  voit  que 
cette  méthode,  intéressante  en  théorie,  sera  d'un  usage  à  peu 
près  nul  en  pratique. 
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NOTES. 


NOTE  SUR  LES  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES. 

Supposons    que   l'on   donne   les   équations  différentielles 
d'une  famille  de  courbes,  à  savoir 

,   ,  d.r        dy        dz 

où  X,  Y,  Z  désignent  des  fonctions  de  x^  y,  z.  Les  intégrales 
des  équations  (i)  renferment  deux  constantes  arbitraires  et, 
par  suite,  les  équations  (i)  représentent  des  courbes,  telles 
qu'il  en  passe  une  par  un  point  quelconque  de  l'espace,  ou 
du  moins^  il  en  passe  un  nombre  fini  ou  infini  ne  formant 
pas  une  surface.  Proposons-nous  de  trouver  des  surfaces 
normales  en  chacun  de  leurs  points  aux  courbes  repré- 
sentées par  la  formule  (i). 

Soit  Zx,  ùy,  ùz  un  déplacement  effectué  sur  la  surface  nor- 
male, si  elle  existe;  on  devra  avoir 

dx  ùx  -^  dy  oy  -\-  dzoz  —  o 

et,  par  suite,  en  vertu  de  (i), 

X  o:r  -h  Y  ojK  -T-  Y  3^  =  o. 

Cette  équation,  que  l'on  peut  aussi  écrire,  en  remplaçant  le  ô 
par  un  d^ 

i'i)  X  dx  -^Y  dy  —  Z  dz  :=  o, 

est  aux  différentielles  totales  ;  on  en  conclut  :  i"  que  la  surface 
normale  cherchée  n'existe  pas  toujours;  2''  que,  pour  que 
cette  surface  existe,  il  faudra  que  Ton  ait 

3°  si  cette  relation  a  lieu  identiquement,  il  existera  une  infi- 
nité de  surfaces  orthogonales  à  notre  système  de  courbes  : 
ces  surfaces  fourniront  une  famille  représentée  par  l'intégrale 
complète  de  (2)  ;  4°  enfin,  si  la  valeur  de  z  tirée  de  (3)  satis- 


Non:  s.  ,)>() 

fait  à  (a),  il  }'  aura  un  iioiiihrc  liiiiih''  ou  illiiiiih''  de  surfaces 
normales  aux  courbes  (i),  mais  ne  remplissant  pas  tout  l'es- 
pace. 

Vu  contraire,  quand  on  se  donne  une  famille  de  surfaces, 
t;ette  famille  a  une  ('MjiMtiou  aii\  difTérentielles  totales,  telle 
(|iio  (i),  et,  par  suite,  il  existe  des  trajectoires  oiiliououaN's 
ayant  (i)  pour  équations  différentielles. 

(^Iierclions,  par  exemple,  les  trajectoires  ortho<;()nales  de  la 
sj)hère 

([ui  L'iivelop[)e  un  tore  avec  un  trou  infiniment  ])etit.  Quand 
on  fait  varier  o,  a  restant  constant,  l'équation  aux  différen- 
tielles de  la  surface  est 

{  x  —  a  cos  cp  )  dx  f  (y  —  a  sin cp)  r/)^    -  z  dz  =  o, 

où  '^  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  (  ^  )  ou  de 

(  5  )  x'^  —  y'^  -\~  z-  =  2  ax  cos  cp  -h  i  a  y  sin  cp. 

Les  équations  différentielles  des  trajectoires  sont 

dx  dy  dz 

(6)  =  -^  . 

X  —  a  coscp        /       </  >«iii  '^  - 

Les  formules  i  >  ).  (  <)  )  s'ititèi^rent  en  posant 

./•  --  /•  cos6,        y  j=i  r  sin6; 
elles  deviennent  alors 

(7)  /-^ -1-  ^-  ^-  -^c^/' cos(0  -- cp  ), 

.',//•  cos  0       /•  >i  11  0  ^/O        dr  sin  0  ^-  r  cos  0  f/0  _  r/3 
/•cos6  -    z-/ ri)<cp      "'       /-sinO  —  asincp  :; 

et  les  dernières  donnent  lieu  aux  suivantes 

dr  r  rfO  dz 


r  — acos(0  — cp)        «>iii(0 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VI. 
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OU,  en  ayant  égard  3(7), 


2  /'2  O?0                              «?5 

v/4a2,^2_-.  (^r2_^  ^2)2          z 

on  tire  de  là 

ir  z  dr  -{-  {z^  —  j'^-)  dz  =0, 
équation  homogène  qui  a  pour  intégrale 

,            /'  —r-  Z             Z          .Gq  ,  Z 

9,l0g h- log—    =0 

^  ro^z  ro  "^  Zq 

on  lire  de  là  ;•  en  fonction  de  s,  et  B  s'obtient  en  fonction  de 
z  au  moyen  d'une  quadrature. 

Considérons  un  point  matériel  en  mouvement  :  soient  ^,y, 
z  ses  coordonnées  \  u^v^w  les  composantes  de  la  vitesse  de  ce 
point  à  l'époque  t.  S'il  arrive  que  11,  ^,  w  puissent  s'exprimer 
en  fonction  de  x^y,  z,  de  telle  sorte  que  u  dx  -\-  ç  dy  H-  w  dz 
soit  une  difTérentielle  exacte  d'^^  ou  le  devienne  par  l'appli- 
cation d'un  facteur  : 

i"  L'équation  cp  =  const.  représentera  une  famille  de  sur- 
faces ; 

2"  Les  équations  des  trajectoires  seront 

dx        dy  _  dz  _    , 

et  les  trajectoires  du  mobile  compatibles  avec  les  circonstances 
initiales  pour  lesquelles  u  dx  -\-  v  dy  -^  w  dz  est,  à  un  facteur 
près,  une  différentielle  exacte,  seront  toutes  normales  aux 
surfaces  de  la  famille  cp  =  const. 

Or  les  équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 


du 

dt  ~ 

dv  __     dn 

'dt  ~        <Jy' 

dw 
dt 

dx 

^H 

dy         dn 

dz 

d\\ 

dt  ~ 

^' 

dt   ~       ôv' 

dt   " 

âw' 

pour  les  ramener  à  cette  forme,  il  suffit,  en  désignant  par  w  la 
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ronclion  tics  forces,  de  poser 

H   =  y  (  U'i  -+-  p2  ^.  ^ç,2  )  _    (0  ; 

donc  il  existera  des  intégrales 

f  =  const.,        A'  =  const.,         //  =  const., 
donnant  lieu  aux  formules 

(J\ff)^iK         (jr,/i)  =  o,         {h,f)  =  o, 

et  par  conséquent  rendant  a  dx  +  v  dy  -\-  w  dz  différentielle 
exacte;  il  suffit  pour  cela  que/,  «•,  h  fassent  partie  d'un  sys- 
tème canonique.  Gela  aura  lieu,  en  particulier,  si  /*,  g,  h  sont 
les  valeurs  de  x,  y,  z  pour  t  =  Ùq,  puisque  l'on  sait  que  les 
valeurs  initiales  des  variables  sont  des  constantes  canoniques. 
On  peut  donc  dire  que,  si  un  point  matériel  part  d'une 
position  fixe  avec  des  vitesses  initiales  variables  en  direction, 
mais  toujours  sollicité  par  les  mêmes  forces  provenant  de 
l'attraction  de  centres  fixes  agissant  suivant  des  fonctions  de 
la  distance,  ce  point  décrira  dans  ces  circonstances  des  tra- 
jectoires normales  à  des  familles  de  surfaces. 


FIN    DU    TOMIÎ   SIXIKMK. 


TABLE  DES  MATIERES 

DU  TOMK   Vf. 


CHAPITRE  I. 

Équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
à  une  inconnue. 

1.  Préliminaires i 

*'2.  Méthode  de  Lagrange  pour  l'intégration  des  équations  linéaires 

du  premier  ordre i 

3.  Méthode  de  Jacobi  pour  l'intégration  des  équations  linéaires  et 

homogènes 4 

4.  Applications  diverses. 9 

•5.  Intégration  des  équations  linéaires  quelconques  du  premier  ordre 

à  une  seule  fonction  inconnue 1 1 

().  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  des  cônes,  des 

cylindres,  des  conoïdes,  des  surfaces  de  révolution 

7.  Remarque  au  sujet  des  équations  que  l'on  vient  d'intégrer 

*8.  Sur  une  manière  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires 

*9.  Sur  les  multiplicateurs  des  équations  aux  dérivées  partielles... 

*10.  Principe  du  dernier  multiplicateur 

*11.  Application  du  principe  du  dernier  multiplicateur 

*12.  Complément  des  théories  précédentes 

*13.  Théorème  sur  les  multiplicateurs 

Exercices  et  notes 


CHAPITRE  IL 

Théorie  des  équations  quelconques  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  à  une  inconnue. 

1.  Classification  des  solutions  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 

du  premier  ordre 3S 

2.  Des  intégrales  complètes 3() 


334  TABLE    DES    MATIÈRES. 

Pa  ges. 

3.  Remarques  au  sujet  des  théories  précédentes 4^> 

4.  Application  des  principes  précédents 4^ 

5.  Application  géométrique 5o 

*  6.  Quelques  équations  intégrées  par  Euler 5i 

7.  Forme  simple  à  laquelle  on  peut  toujours  ramener  une  équation 

aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 53 

8.  Intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  quelconque  du 

premier  ordre 5f> 

9.  Application (jo 

10.  Premier  perfectionnement  apporté  à  la  méthode  précédente 6i 

11.  Second  perfectionnement  de  la  méthode  précédente ()> 

12.  Étude  des  équations  canoniques.  Théorème  de  Jacobi (36 

*13.  Cas  où  le  théorème  de  Jacobi  est  en  défaut 70 

*14.  Sur  une  application  du  théorème  de  Jacobi 72 

*15.  Théorème  de  Donkin  et  de  Poisson 72 

*16.  Théorèmes  de  Lagrange  et  de  Cauchy;   nouvelle  démonstration 

du  théorème  de  Poisson -G 

*17.  Application  du  principe  du  dernier  multiplicateur 79 

*18.  Constantes  canoniques  de  Jacobi So 

*19.  Méthode  de  la  variation  des  constantes 84 

*20,  Théorème  de  M.  Bertrand 8- 

*21.  Sur  une  méthode  propre  à  exprimer  les  conditions  d'intégrabilité 

d'une  expression  différentielle.    90 

*22.  Théorème  de  Liouville 94 

*23.  Réduction  d'un  système  quelconque  à  la  forme  canonique 95 

*24.  Méthode  de  Cauchy  pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 

partielles  du  premier  ordre 96 

*25.  Discussion  de  la  méthode  de  Cauchy 102 

*26.  Interprétation  géométrique «o'i 

*27.  Application  des  théories  précédentes  à  la  résolution  des  problèmes 

de  Dynamique io4 

*28.  Une  application  des  méthodes  précédentes 107 

Exercices  et  notes 109 


CHAPITRE  III. 

*Équations  aux  différentielles  totales  et  équations  simultanées 
aux  dérivées  partielles. 

1.  Défmitions 112 

2.  Conditions  d'intégrabilité  d'un  système  d'équations  aux  différen- 

tielles totales 1 1 4 

3.  Intégration  d'un  système  d'équations  aux  différentielles  totales..  116 

4.  Simplification  des  calculs )  1 8 

5.  Application  à  un  exemple 119 


i.vi;i. i:    i)i:s    MAiii;ui;s.  335 

Page»' 

6.  Cas  où  les  conditions  d'intégrabilité  comphHe  ne  sont  pas  iden- 

tiquement satisfaites 120 

7.  Classification  des  solutions  des  r(iuati(.ii<   -iiiiult.iinr>  ;iii\    ,|,ri- 

vécs  partielles  à  une  incomnif .  .  1  >! 

8.  Théorèmes  sur  les  équations  aux  dilloiciiLicllos  loiali- il  1,.  ., [na- 

tions simultanées  aux  dérivées  partielle?^ i  >..', 

9.  Intégration  des  équations  simultanées  aux  dérivées  purtielles  ...  i  ?5 

10.  Conditions  d'intégrabilité  d'un  système  d'équations  simultanées 

aux  dérivées  partielles i.'Jo 

11.  Intégration  d'un  système  qui  ne  possède  pas  de  solution  complète.  l'V) 

12.  Problème  de  Pfall" i3', 

13.  Examen  des  divers  cas  du  problème  de  PfalT i.38 

14.  Application  du  problème  de  Pfaff  à   l'intégration  des  équations 

aux  dérivées  partielles l'ji 

15.  Méthode  de  Jacobi 1  '|j 

IG.  Application i ^9 

17.  Perfectionnements  de  la  méthode  de  Jacobi i jo 

18.  Règle  à  suivre  pour  intégrer  une  équation  aux  dérivées  partielles 

du  premier  ordre i  ô  i 

19.  Sur  certaines  conditions  d'intégrabilité lô.î 

20.  Nouvel  exposé  de  la  méthode  de  Jacobi 1  '>- 

21.  Intégration  de  deux  équations  linéaires i  k) 

22.  Transformation  des  équations  aux  dérivées  partielles i»j) 

23.  -Méthode  d'intégration  de  M.  Sophus  Lie i<)7 

Exercices  et  notes i<>S 


CHAPITRE  IV. 

*Équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur, 
et  équations  simultanées. 

1.  Préliminaires 1 70 

2.  Théorème  de  Cauchy 170 

3.  Compvlément  et  discussion  des  théories  précédentes 17G 

4.  Équations  aux  dérivées  partielles  qui  ne  contiennent  pas  les  fonc- 

tions inconnues 178 

5.  Équations  quelconques  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.     180 
(i.  Équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur i8i 

7.  Méthode  de  Cauchy  pour  l'intégration  des  équations  linéaires  à 

coefficients  constants '  '"^  > 

„     ,      ,.       .        .  „,         .du  [d'il        d'il        ô'u\  , 

8.  Application  a  1  équation  ^^  =  a»  ^^^  '^ 'd^^  ~^  'dV' ) '    ' 

«    X     .         .        ,    dut  [d'u        d'u        d^u\  Qr. 

9.  Intégration  de  -r-  =  aU -.--  -i-  -—  -h  -c—  ) i»o 

"  dt'  \  dx^        dy        dz'  J 

./^     »      ,•       •       .1,'        .•       ^^'"        ^'"        <^'"  .e« 

10.  Application  a  lequation  -  -  — --  -î — — -  =0 100 

^^  ^  <)x'        dy^        dz^ 


336  TABLE     DES     MATIÈRES. 

Ta^'es. 
. ,     „       ij'  .       à-  a        ,      du 

11.  Sur  1  équation  -—  -i-  4^  -p  ~  ^ '9^' 

12.  Sur  une  sorte  de  paradoxe 191 

13.  Intégration  d'un  système  à  plusieurs  inconnues 193 

14.  Intégration  d'un  système  d'équations  linéaires  et  à  coefficients 

variables 198 

15.  Nouvelle  méthode  pour  l'intégration  d'une  seule  équation 200 

16.  Équations  de  Laplace 20.2 

17.  Equations  linéaires  plus  générales 2o5 

18.  Application 206 

19.  Équations  de  Monge  et  d'Ampère - 210 

20.  Intégration  de  l'équation  des  surfaces  développables 2i4 

21.  Imperfections  du  Calcul  intégral.  Un  moyen  d'y  remédier 2i5 

22.  Équations  des  surfaces  gauches  à  plan  directeur 216 

23.  Surfaces  gauches  à  directrice  rectiligne 219 

24.  Sur  les  fonctions  homogènes 220 

Exercices  et  notes 221 


CHAPITRE  V. 
*Des  équations  aux  différences  finies. 

1.  Définitions 224 

2.  Sur  l'existence  des  intégrales 226 

3.  Intégrales  directes  et  indirectes 226 

4.  Intégrales  aux  différences 228 

5.  Intégration  des  équations  linéaires 229 

6.  Méthode  des  fonctions  génératrices 280 

7.  Équations  aux  différences  partielles 282 

8.  Équations  linéaires 233 

9.  Équations  aux  différences  mêlées 284 


CHAPITRE  VI. 
*Équations  fonctionnelles. 

1.  Préliminaires 287 

2.  Exemples  d'équations  fonctionnelles 287 

3.  Problème  résolu  par  Abel 240 

4.  Autre  équation  résolue  par  Abel 242 

5.  Problème  de  Babbage 248 

6.  Interpolation  des  fonctions  itératives 247 

7.  Solution  du  problème  d'Abel 249 

8.  Problème  de  Gergonne 282 

9.  Usage  des  dérivées  à  indices  quelconques 258 


TABLE    ui;s    ^iAiii;Ki;>.  337 

CFIAPITRE  VIT. 
*Des  fonctions  harmoniques. 

l.  Préliminaires 

"2.  Théorème  de  Green 

.1.  l-;nniic('>  (lu  principe  de  Dirichlcl 

'1.  l'iolihnie  (le  Ici  représentation  confornic 

5.  Représentation  eonfornie  d'un  polygone  sur  un  demi-pian ■   ■ 

6.  Représentation  conforme  d'un  demi-plan  sur  un  cercle '■  i 

7.  Fonctions  harmoniques  dans  un  polygone. '<'7 

8.  Les  fonctions  de  Green ihS 

9.  Sur  une  propriété  remarquable  des  fonctions  de  Green ^70 

10.  Fonction  harmonique  prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour 

(l..nn,' -  ■ 

11.  Piiii.ipc  (le  Duichlet •-] 

12.  Complément  des  théories  précédentes '711 

13.  Conséquences  du  principe  de  Dirichlet >7S 


CHAPITHE  yill. 
*  Variations  des  intégrales  multiples. 

1.  Préliminaires iSi 

2.  Différentiation  sous  le  signe  / i^i 

3.  Intégration  par  parties "^  - 

4.  Variation  d'une  intégrale  double '^'1 

5.  Maxima  et  minima  des  intégrales  multiples >>-'■> 

6.  Surface  à  aire  minima '86 

7.  Surface  minima  limitant  un  vo^me  donné i()-' 

8.  Principe  de  Dirichlet w  > 

9.  Application  du  principe  de  Dirichlet 2;/j 

10.  Sur  les  fonctions  sphériques 296 

1 1.  Propriétés  des  fonctions  sphériques igS 

12.  Développement  en  série  de  fonctions  sphériques 3oo 

.    ,,,         .      d^u       d^u       d*u  , 

13.  Intégration  de  l'equation  -— ;  -r  y-j  -i-  -r^  =  o  dans  quelques  cas 

particuliers '^oj 

14.  Quelques  lemmes ;>o3 

15.  Problème  de  Lamé  307 

16.  Fonctions  de  Lamé 3o9 

17.  Complément  de  la  théorie  précédente 3i2 

18.  Surfaces  isothermes 3i3 

19.  Variation  d'une  intégrale  triple 3i5 

20.  Variation  de  quelques  intégrales  multiples 317 

Exercices  et  notes 3i9 


338  TABLE      DES    MATiliRES. 

CHAPITRE  IX. 
Transformation  des  figures  dans  l'espace. 

l'afîes 

1.  Homographie 321 

2.  De  l'homologie 323 

3.  Figures  corrélatives 305 


NOTES. 

Sur  la  méthode  d'Ampère 32-, 

Note  sur  les  trajectoires  orthogonales 328 


FIN   DE    LA   TABLE   DU    TOME   SIXIÈME. 


En  II  AT  A. 


339 


ERRATA. 


Tome  IV. 

*'age.  Ligne.  Au  lifit  de  Lisez 

•23  4  R  le  rayon  de  courbure  H  le  rayon  vecteur 

Tome  V. 

Page  1 10  dernière  ligne  la  formule  jx  —  tx' —  6  —  0'  ne  répond  pas  à 
l'énoncé,  par  suite  un  autre  problème  a  été 
résolu. 

V\\'j,v  1 1  j  dernière  ligne  ajouter  :  Bulletin  de  la  Société  mathématique, 
t.  XIIL  p.  7:)  et  t.  WII. 

Tome  VI. 

I'  -    ~  Lignes.  ^11  lieu  de  Lisez 


<i4  10 

i58  3 

iSo  6 


X  I 

f)u  du 

ôx  dt 

_  M- 

0).  oi  to,  CJ 


ISîîl    Paris.  -  Imprimerie  G.Vt TlilER-VILLARSET  FILS,  quai  .les  (;iands-Auguslius, 


t 


f' 


PLEASE  DO  NOT  ReStoVE 


1 

^^^^^^^^^^^B?^^^^^Tk.^^^^^^Bïi^Br^^H\  XMOHMM 

^  --    I-Il'v^ 

^^0P  ^ 

^l^t*': 

^'v^.-^ 

^     '\V'  '     ^^"-  --^ 

m-^^f/-/^ 

r 

S^ 

«1 

:^A/:^ 

iffii 

*!%■;  ■^'■'  CW'j^i^SS^^ 

if 

1\  v^    A.; 

^^  oè%..;^' 

él^^ 

>       ^ 

